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摘要

摘 要

有限体积元法, 在国内又被称为广义差分法, 自1982年被李荣华教授提出以来, 由于其计算

量减少, 程序易于实现, 而且能够保持物理量的局部守恒性, 故其在计算流体力学、固体力学及

等领域有着广泛的应用.

本文主要作了以下的工作:

(1)以下的一维非线性抛物方程的有限体积元及两重网格算法

∂u

∂t
− ∂

∂x
(A(u)

∂u

∂x
) = f(u, x, t), (x, t) ∈ Ω× (0, T ].

关于非线性抛物方程建立有限体积元格式, 在分析其有限体积元解的存在性时, 借助

于Brouwer不动点定理, 引入算子Jh. 如果算子Jh有不动点υ
∗, 那么Un

h = υ∗即为有限体积元格

式的解. 而根据Brouwer不动点定理, 需证明算子Jh有界. 这可以根据所假设的系数及右端项满

足lipschitz条件以及P. Chatzipantelidis等人在[21, 22, 23]中所证明的有限体积元格式(FVEM)与

有限元格式(FEM)之间的区别, 并加以简单估计即可得到算子的有界性. 两重网格是关于非线

性方程的一种离散技巧, 它有两重不同的网格. 其主要思想为在粗网格上得到一个对于真解的

大致逼近, 然后用这个大致的逼近作为细网格上的初始假设. 这种方法包含两步：第一步在粗

网格上求解非线性方程；第二步在细网格上将非线性方程转化为线性方程进行求解.

在证明有限体积元的收敛性时, 可以参考有限元方法的证明, 如V. Thomée在其书[37]

《Galerkin Finite Element Methods for Parabolic Problems》所述, 构造椭圆算子Rh, 令w
n
h =

Rhu
n, 将误差分成两部分, 其中一部分由椭圆算子的性质可以得到其估计, 只有另一部分还需

估计. 而两重网格的收敛性估计可以参考陈传军所作的论文[5, 6]中所证, 将右端项在粗网格解

处Taylor 展开. 借助于上述有限体积元的分析结果即可得到两重网格的结果.

在做数值算例时, 对比了V. Thomée, P. Chatzipantelidis以及在求解非线性方程组中广泛

应用的Broyden拟Newton迭代法, 发现V. Thomée提出的方法更适用于求解此类非线性抛物方

程. 在得到两重网格的数值结果后, 发现其工作时间更短, 从而更加有效. 在本文中我们证明了

有限体积元解L2-模和H1-模的最优阶估计, 以及两重网格H1-模的最优阶收敛性. 该收敛性表

明粗网格的尺寸可以比细网格的粗得很. 但是当网格的尺寸满足h = O(H2)时, 我们可以得到

最优的渐近逼近解. 给出数值算例验证了理论结果.

(2)在本文中, 我们也研究了抛物方程有限体积元的残量型后验误差估计,

∂u

∂t
−∇ · (a(x, t)∇u) = f(x, t), Ω× (0, T ].

对空间Ω做正则三角形剖分Th[33], 初始剖分Th的重心型对偶剖分T ∗
h . 试探函数空间Uh取为相应

于三角剖分Th的分片线性空间. 检验函数空间Vh取为相应于对偶剖分T ∗
h的分片常数空间. 在此

基础上构造了上述抛物方程的全离散向后Euler有限体积元格式.

建立了残量型后验误差估计子ηn：

RK = fn − Un
h − Un−1

h

∆t
+∇ · (a(x)∇Un

h ), RE = −[a(x)∇Un
h ]E,
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Abstract

ηnR =

( ∑
K∈Th

h2K∥RK∥20,K
) 1

2

, ηnJ =

( ∑
E∈Eh

hE∥RE∥20,E
) 1

2

,

ηn =
((
ηnR
)2

+
(
ηnJ
)2) 1

2
,

并证明了其依赖性、有效性的上下界. 在证明其上界时, 参考陈志明等人的文章[48]的做法, 通

过运用Scott-Zhang插值函数的性质以及迹定理可得其后验误差估计中上界的证明. 在证明其

下界的过程中, 借助于bubble-函数的性质, 参考毕春加的论文[3], 利用三角不等式, 可得其下

界. 在数值算例中, 可以发现所构造的误差估计子可以用来预测真实误差的大小. 在实际计算

中, 残量型后验误差估计子可被用来评估有限体积元方法的精度.

关键词: 有限体积元方法; 两重网格; 非线性；抛物方程；后验误差估计；误差的上下界；

拟Newton方法

II



摘要

Abstract

There are two parts in this paper.

(1)In this paper, a two-grid finite volume element approximation for the following one-

dimensional nonlinear parabolic equations is derived and studied.

∂u

∂t
− ∂

∂x
(A(u)

∂u

∂x
) = f(u, x, t), (x, t) ∈ Ω× (0, T ].

We develop a finite volume element approximation for one-dimensional nonlinear parabolic e-

quations and study its existence and error analysis. To prove the finite volume element approx-

imation’s existence, we introduce operation Jh. If Jh has a fixed point υ∗, then Un
h = υ∗ is the

solution. We employ Brouwer’s fixed point theorem to prove that the operation Jh is bounded.

On the condition the coefficient A(u) is a bounded smooth function with positive upper and

lower bounds and A(u), A′(u), f(u, x, t) are Lipschitz continuous with respect to the variable u,

combining with the difference between FVEM and FEM proved by P. Chatzipantelidis et al.

[21, 22, 23], we get its existence by simple calculation.

Two-grid method is a discretization technique for nonlinear equations based on two grids

of different sizes. The main idea is to use a coarse grid space to produce a rough approximation

for the solution of nonlinear problems and then use it as the initial guess on the fine grid. This

method involves a nonlinear solution in the coarse grid with grid size H and a linear solution on

the fine grid with grid size h (h < H), respectively.

For finite volume element approximation’s error analysis, we refer to finite element approx-

imation’s error analysis as V. Thomée[37]. Define the elliptic projection Rh. Let u
n = u(tn) and

wn
h = Rhu

n, then

Un
h − un = (Un

h − wn
h) + (wn

h − un) ≡ θn + ρn.

In view of the property of Rh, it remains to bound θn. When we analyse the error estimate

between the two-grid solution and the exact solution, we use the idea from chen[5, 6]. For the

term f , by Taylor’s expansion at Un
H . Optimal error estimates in the L2-norm and H1-norm

are proved. Optimal error estimate in the H1-norm is proved for the two-grid method. It is

shown that the coarse grid can be much coarser than the fine grid. However, we can achieve

asymptotically optimal approximation when the size of grids satisfies h = O(H2). Numerical

examples are presented to verify the theoretical results.

(2)In this paper, residual-type a posteriori error estimates are studied for finite volume

element method of the following parabolic equations.

∂u

∂t
−∇ · (a(x, t)∇u) = f(x, t), Ω× (0, T ].
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Abstract

Let Th denote the primal triangulation of Ω. We assume that Th is quasi-uniform or regular[33].

We construct a barycenter-type dual partition T ∗
h of the original triangulation Th, whose elements

are called control volumes. Define the trial space Uh associated with Th to be a conforming linear

finite element space. We choose the piecewise constant on dual partition T ∗
h as the test space.

Thereby we construct the fully discrete backward Euler finite volume element method for the

above parabolic equations.

We define the function RK , RE, η
n by

RK = fn − Un
h − Un−1

h

∆t
+∇ · (a(x)∇Un

h ), RE = −[a(x)∇Un
h ]E,

ηnR =

( ∑
K∈Th

h2K∥RK∥20,K
) 1

2

, ηnJ =

( ∑
E∈Eh

hE∥RE∥20,E
) 1

2

,

where hE is the measure of E. The residual-type posteriori error estimator ηn is constructed as

ηn =
((
ηnR
)2

+
(
ηnJ
)2) 1

2
.

The reliable and efficient bounds for the error estimator are established. The residual-type

posteriori error estimator can be used to assess the accuracy of the finite volume element solutions

in the practical applications. Some numerical examples are provided to confirm the theoretical

results.

Keywords: finite volume element method; two-grid; nonlinear; parabolic equation; A posteriori

error estimate; Error bounds; quasi-Newton method
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第1章 绪论

本文主要研究了抛物型方程有限体积元方法的两类算法. 首先我们简单介绍一下有限体积

元方法.

1.1 有限体积元的思想及其特点

讨论有限体积元算法, 就不得不提有限元方法. 因而我们首先介绍一下有限元方法的基本

思路. 有限元方法是20世纪60年代出现的一种数值计算方法. 它最初用于固体力学问题的数

值计算, 如杆系机构, 梁系结构, 板、壳、体结构的受力和变形问题. 20世纪70年代在英国科学

家Zienkiewicz O. C.等人的努力下, 将它推广到各类场问题的数值求解, 如温度场、电磁场, 也

包括流场. 有限元离散方程的获得方法主要有直接刚度法、虚功原理推导、泛函变分原理推导

或加权余量法推导. 其中变分原理是将微分方程求解问题转化为积分方程, 在对积分方程进行

一定的运算得到有限元离散方程, 它被用于各类场问题的有限元离散方程的推导.

以椭圆方程为例, 简述一下有限元的基本思路−∇ · (p∇u) = f

u|∂Ω = 0

微分方程两端乘以v(v属于解空间U)并积分, 得∫
Ω

−∇ · (p∇u)vdΩ =

∫
Ω

fvdΩ

其中, 由Green公式得∫
Ω

−∇ · (p∇u)vdΩ = −
∫
∂Ω

(p∇u) · nvds+
∫
Ω

(p∇u) · ∇vdΩ

=

∫
Ω

(p∇u) · ∇vdΩ (v|∂Ω = 0)

令

a(u, v) =

∫
Ω

(p∇u) · ∇vdΩ

则

a(u, v) = (f, v).

设{φi}ni=1是有限元空间Uh ⊂ U的一组基, 则数值解Uh可以表示成：

Uh =
n∑

i=1

Uhiφi

1



第1章 绪论

从而

a(Uh, Vh) = (f, Vh) ∀Vh ∈ Uh

⇔a(Uh, φj) = (f, φj) j = 1, 2, · · · , n

⇔
n∑

i=1

Uhia(φi, φj) = (f, φj) j = 1, 2, · · · , n

其中Uh被称为试探函数, Vh被称为检验函数. 上式写成矩阵形式：
a(φ1, φ1) · · · a(φn, φ1),

...
...

...

a(φ1, φn) · · · a(φn, φn)




Uh1

...

Uhn

 =


(f, φ1)

...

(f, φn)


恰当选取基函数{φi}ni=1使系数矩阵便于求解.

相对于有限元方法, 有限体积元方法的不同之处在于检验函数Vh的选择上. 有限体积元算

法对初始剖分做对偶剖分, 在对偶剖分上取分片常数空间作为检验函数空间. 具体做法在下面

的章节里会详细论述, 或参考李荣华等人所著的[30].

有限体积元方法是现代科学计算领域中求解微分方程的一种重要的数值计算方法, 它的构

造和性质介于有限差分和有限元方法之间.

主要特点为：

(1)具有有限元方法的灵活性, 易于处理复杂区域和边界条件;

(2)具有类似有限差分方法的格式简单性;

(3)方法的定义采用变分形式, 可以从变分形式出发进行理论分析;

(4)计算量比有限元方法小, 收敛阶和有限元方法相同;

(5)能够保持某些物理量(如质量、动量)的局部守恒性质.

基于上述特点和优势, 现在有限体积元方法己经被广泛地应用于流体力学、固体力学、

电磁学和石油勘探采集工业等科学工程计算领域. 有限体积元方法最初被命名为广义差分

法(Generalized difference method), 最早是由李荣华于1982年在求解两点边值问题时提出, 可以

认为是一种广义Galerkin方法或广义Petrov-Galerkin方法. 随后李荣华和国内许多专家学者对

有限体积元方法的进行了广泛深入地研究, 获得了丰富的研究成果, 已经被用来数值求解椭圆

型方程、抛物型方程、双曲型方程等数学物理方程.

1.2 国内外的研究现状

我们主要对将要研究的问题叙述一下国内外的研究现状.

对于非线性方程的两重网格算法最初是由许进超关于线性(非对称或非定)和非线性椭圆方

程所作的论文[14, 15]中提出的. 后来该方法被广泛研究. 例如[8]中对有限差分两重网格的研究,

[9, 19, 41, 42, 43, 17]对于有限元和混合有限元两重网格的研究. 对于有限体积元两重网格的研

2



烟 台 大 学 硕 士 学 位 论 文

究工作有许多, 例如毕春加等人[2]对于线性和非线性椭圆方程有限体积元两重网格算法的研

究, 陈传军等人所做的论文[5, 6]中对于非线性及半线性抛物方程有限体积元两重网格的研究,

张通等人[36]关于非线性对流扩散方程半离散有限体积元格式的研究. 但是到目前为止, 关于一

维非线性抛物方程的有限体积元两重网格算法的研究很少.

有限元法的后验误差估计在过去的几十年里被广泛地研究, 并得到了一些重要的结果.

后验误差估计是自适应网格算法的根本所在. 自从Babuška和Rheinboldt[12]开创性的工作,

基于后验误差估计的自适应有限元方法便成为科学及工程计算领域的中心课题. 我们推

荐[20, 38, 31, 32]作为后验误差估计的详细论述. 另外, 需要特别提及陈志明等人所做的有效的

自适应程序[48]、 [47]. 在[46]中陈志明研究了线性抛物方程的具有依赖性、有效性的自适应有

限元格式, 并在计算机程序中实现了该算法.

但是, 据我们所知, 关于抛物方程有限体积元法的后验误差估计所作的研究工作很少, 只有

少数几个结果得到. 例如Lazarov和Tomov[27, 29]研究了对流扩散反应方程的后验误差估计及

自适应有限体积元算法, Carstensen、Lazarov以及Tomov[4]研究了广义椭圆问题非迎风格式的

有限体积元的残量型后验误差估计, 许进超等人[16]分析了二阶椭圆方程的一种新的自适应有

限体积元格式, Bi和Ginting[3]对于准线性椭圆问题建立了有限体积元的后验误差估计, 以及叶

秀[40]关于二阶椭圆方程所建立的广义残量型后验误差估计子.

1.3 本文的目的

在本文中我们研究了两类问题：

(1)一维非线性抛物方程有限体积元及两重网格算法.

(2)抛物方程有限体积元算法的后验误差估计.

对于一维非线性抛物方程有限体积元及两重网格算法, 我们证明了有限体积元解的存在

性, 分析了离散格式的收敛性, 分别得到L2-和H1-模的最优收敛阶. 对于两重网格算法, 得到最

优的H1-模的最优收敛阶. 从理论分析中可以发现两重网格算法提高了H1-模的收敛阶. 通过数

值算例, 我们对理论结果进行了验证. 可以发现两重网格在求解非线性问题有较好的收敛性,

比有限体积元法节省了大量的工作时间, 更加有效, 从而可以广泛应用该方法来求解非线性方

程.

我们建立了抛物方程的残量型有限体积元的后验误差估计子, 证明后验误差估计中的上、

下界, 并给出数值算例来观察误差估计子预测真实误差的表现. 可以看到随着网格变细, 误差

估计子与真实误差之间的比值趋向于某个常数. 这说明误差估计子与真实误差有相同的收敛

性. 从而误差估计子可以用来预测真实误差的大小.

特别说明：在下面的章节中常数C在不同的环境下有不同的含义.
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第2章 一维非线性抛物方程有限体积元
及两重网格算法

这一章我们讨论下述一维非线性抛物方程:
∂u

∂t
− ∂

∂x
(A(u)

∂u

∂x
) = f(u, x, t), (x, t) ∈ Ω× (0, T ],

u(a, t) =
∂u(b, t)

∂x
= 0, t ∈ (0, T ],

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

(2.1)

其中T > 0是最终时刻, Ω = [a, b].

首先定义实数R上的有界集：
G = {u : |u| ≤ K0},

此处的K0是一个正常数. 假设系数A(u)是有界光滑的函数, 有正的上、下界. 并且A(u), A′(u),

f(u, x, t) 关于u是Lipschitz-连续的, 即

|g(u)− g(v)| ≤ L|u− v|, ∀u, v ∈ G, (g = A, A′, f). (2.2)

其中L是一个正常数, 通常被称为Lipschitz 常数.

两重网格是关于非线性方程的一种离散技巧, 它有两重不同的网格. 其主要思想是在粗网

格上得到一个对于真解的大致逼近, 然后用这个大致的逼近作为细网格上的初始假设. 这种方

法包含两步：第一步在粗网格上求解非线性方程；第二步在细网格上将非线性方程转化为线

性方程进行求解. 由于只在粗网格上求解非线性方程, 从而省去大量的迭代过程. 在下面具体

的论述中将会看到两重网格算法在求解非线性方程中非常有效.

2.1 有限体积元及两重网格算法的构建

我们采用Sobolev空间的标准记号W s,p(Ω)来表示空间Lp(Ω)中有s阶广义导数的函数构成的

子空间. 空间W s,p(Ω) 的模如下定义：

∥u∥s,p =
(∫ b

a

s∑
i=0

|Di
xu|pdx

) 1
p
, 1 ≤ p ≤ ∞,

为了简化该记号, 我们记Hs = Hs(Ω) = W s,2(Ω), 其中Ω = [a, b], 在其模的记号中删掉指

标2和Ω, 即∥ · ∥s = ∥ · ∥s,2 = ∥ · ∥s,2,Ω. 同样的W s,p及Hs中的半模定义如下：

|u|s,p =
(∫ b

a

|Ds
xu|p

) 1
p
, |u|s,2 = |u|s.

4



烟 台 大 学 硕 士 学 位 论 文

用(·, ·)、∥ · ∥ = ∥ · ∥0分别表示L2(Ω)空间中的内积和模, 用∥ · ∥∞ 表示L∞(Ω) 上的模.

下面我们开始介绍有限体积元方法. 首先将区间Ω = [a, b]剖分成N个子区间, 其节点为

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xi < · · · < xN = b.

定义hi = xi − xi−1, Ii = [xi−1, xi]以及h = max
1≤i≤N

hi, i = 1, 2, · · · , N . 用Th = {Ii}Ni=1表示这种剖

分, 子区间Ii被称为有限单元. 假设初始剖分是正则的, 即存在正常数C, 使得

hi ≥ Ch, i = 1, 2, · · · , N

成立.

其次介绍对偶剖分T ∗
h：取剖分节点为xi− 1

2
, i = 1, 2, · · · , N：

xi− 1
2
=
xi−1 + xi

2
;

即

a = x0 = x− 1
2
< x 1

2
< x 3

2
< · · · < xi− 1

2
< · · · < xN− 1

2
< xN+ 1

2
= xN = b.

令I∗0 = [x0, x 1
2
], I∗i = [xi− 1

2
, xi+ 1

2
], 1 ≤ i ≤ N − 1, I∗N = [xN− 1

2
, xN ]. 所有的子区间I

∗
i (0 ≤ i ≤

N)构成区间Ω = [a, b]的对偶剖分T ∗
h , 子区间I

∗
i被称为控制体积.

定义解空间U

H1
E(Ω× [0, T ]) =

{
u(x, t) ∈ H1(Ω× [0, T ])

∣∣∣u(a, t) = ∂u(b, t)

∂x
= 0

}
.

U = H1
E(Ω× [0, T ])

∩
H2(Ω× [0, T ]).

取试探函数空间Uh ⊂ U为关于区间Ω = [a, b]初始剖分上的分片线性函数空间, 则在点xi

(1 ≤ i ≤ N − 1)的基函数为

φi(x) =


1− h−1

i (xi − x), xi−1 ≤ x < xi,

1− h−1
i+1(x− xi), xi ≤ x ≤ xi+1 ,

0, 其他.

φN(x) =

{
1− h−1

N (xN − x), xN−1 ≤ x ≤ xN ,

0, 其他.

从而对任意的uh ∈ Uh, 可以将uh表示成uh =
N∑
i=1

uiφi(x), 此处ui = uh(xi).

取检验函数空间Vh为对偶剖分T
∗
h上的分片常数函数空间. 其区间I∗i = [xi− 1

2
, xi+ 1

2
](1 ≤ i ≤

N − 1)上的特征函数φ∗
i (x)定义为

φ∗
i (x) =

{
1, xi− 1

2
≤ x ≤ xi+ 1

2
,

0, 其他.

φ∗
N(x) =

{
1, xN− 1

2
≤ x ≤ xN ,

0, 其他,

从而对任意的vh ∈ Vh, 可以将vh表达称vh =
N∑
i=1

viφ
∗
i (x), 其中vi = vh(xi).
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由于假设剖分是正则的, 从而下列逆不等式成立[33]:∥∥∥∂χ
∂x

∥∥∥ ≤ Ch−1∥χ∥,
∥∥∥∂χ
∂x

∥∥∥
∞

≤ Ch−1
∥∥∥∂χ
∂x

∥∥∥, ∀χ ∈ Uh. (2.3)

下面我们开始构建(2.1)具体的有限体积元格式. 问题(2.1)的变分形式为：寻找u ∈ U满足

(ut, v) + a(u;u, v) = (f(u, x, t), v), ∀v ∈ U , t > 0, (2.4)

其中(f, g) =
∫ b

a
fgdx, ∥w∥ = (w,w),

a(u;u, v) =

∫ b

a

A(u)
∂u

∂x

∂v

∂x
dx.

问题(2.1)的有限元格式(FEM)为：确定uh ∈ Uh满足

(uh,t, vh) + a(uh;uh, vh) = (f(uh, x, t), vh), ∀vh ∈ Uh, t > 0, (2.5)

此处

a(uh;uh, vh) =

∫ b

a

A(uh)
∂uh
∂x

∂vh
∂x

dx.

而问题(2.1)的有限体积元格式(FVEM)为：寻找uh ∈ Uh满足

(uh,t, vh) + a(uh;uh, vh) = (f(uh, x, t), vh), ∀vh ∈ Vh, t > 0, (2.6)

其中

a(uh;uh, vh) = −
N∑
i=1

vh(xi)

(
A(uh)

∂uh
∂x

∣∣∣
I∗i

)
.

我们介绍插值算子Πh : Uh → Vh

Πhw =
N∑
i=1

w(xi)φ
∗
i (x), ∀w ∈ Uh

定义εa(·; ·, ·)(有限体积元格式(FVEM)与有限元格式(FEM) 之间的区别)如下：

εa(ϱ;uh, vh) = a(ϱ;uh,Πhvh)− a(ϱ;uh, vh) ∀ϱ, uh, vh ∈ Uh.

以及ε(·, ·)
ε(ϑ, σ) = (ϑ,Πhσ)− (ϑ, σ).

此外定义Uh上的另一种内积⟨·, ·⟩为

⟨Φ,Ψ⟩ = (Φ,ΠhΨ), ∀ Φ,Ψ ∈ Uh.

相应的模||| · ||| = ⟨·, ·⟩. 由[35], ||| · |||等价于∥ · ∥.
借助于上述记号, 可将(2.6)改写成

⟨uh,t, χ⟩+ a(uh;uh,Πhχ) = (f(uh, x, t),Πhχ), ∀χ ∈ Uh t ≥ 0. (2.7)
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在这一章中我们讨论问题(2.1)的全离散有限体积元格式. 为了定义全离散格式, 我们将时间项

按∆t =
T

J
的步长进行离散, 此处的J是一个正整数. 记tn = n∆t, n = 0, 1, · · · , J , Un

h = Uh(t
n).

从而全离散向后Euler有限体积元格式如下定义：⟨
Un
h − Un−1

h

∆t
, χ

⟩
+ a(Un

h ;U
n
h ,Πhχ) = (f(Un

h , x, t
n),Πhχ), ∀χ ∈ Uh, t ≥ 0. (2.8)

借助于记号∂̄Un =
Un
h − Un−1

h

∆t
, (2.8)可被改写成：⟨

∂̄Un, χ
⟩
+ a(Un

h ;U
n
h ,Πhχ) = (f(Un

h , x, t
n),Πhχ), ∀χ ∈ Uh, t ≥ 0.

而两重网格有限体积元方法分为两步:

第一步、在粗网格TH上寻找UH ∈ UH , 满足⟨
∂̄Un

H , χ
⟩
+ a(Un

H ;U
n
H ,ΠHχ) = (f(Un

H , x, t
n),ΠHχ), ∀χ ∈ UH , t ≥ 0.

第二步、在细网格Th上确定uh ∈ Uh, 满足⟨
∂̄Un

h , χ
⟩
+ a(Un

H ;U
n
h ,Πhχ) = (f(Un

H) + f ′(Un
H)(U

n
h − Un

H),Πhχ), ∀χ ∈ Uh, t ≥ 0.

借助于第一步中得到的粗网格上的解以及将f在粗网格上的解做Taylor展开式, 在第二步中将

非线性问题转化成线性问题去求解, 从而将问题简单化.

2.2 本章所用的引理及有限体积元解的存在性

为了讨论有限体积元及两重网格算法的误差分析, 我们给出下述引理.

根据[30, 35, 10], 以下两个引理成立.

引理2.1 对任意的uh, vh ∈ Uh, 存在与h无关的正常数C, 使得

(uh,Πhvh) = (vh,Πhuh), (uh,Πhvh) ≤ C∥uh∥∥vh∥.

引理2.2 对任意的ωh, uh, vh ∈ Uh, 存在与h无关的正常数α, C, 满足

α∥uh∥21 ≤ a(ωh;uh,Πhuh), a(ωh;uh,Πhvh) ≤ C∥uh∥1∥vh∥1.

在[21, 22, 23]中, P. Chatzipantelidis证明了以下引理.

引理2.3 对任意的ϑ ∈ H1, σ ∈ Uh, 有

|ε(ϑ, σ)| ≤ Ch2
∥∥∥∂ϑ
∂x

∥∥∥∥∥∥∂σ
∂x

∥∥∥,
|ε(ϑ, σ)| ≤ C∥ϑ∥∥σ∥.
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引理2.4 对任意的ϱ, uh, vh ∈ Uh, 存在与h无关的正常数C, 使得

|εa(ϱ;uh, vh)| ≤ Ch2
∥∥∥∂ϱ
∂x

∥∥∥
∞

∥∥∥∂uh
∂x

∥∥∥∥∥∥∂vh
∂x

∥∥∥.
引理2.5 对任意的χ, φ ∈ Uh, 存在与h 无关的正常数C, 满足

|εa(ν;φ, χ)− εa(ω;φ, χ)| ≤ Ch
∥∥∥∂φ
∂x

∥∥∥
∞

(
1 +

∥∥∥∂ω
∂x

∥∥∥
∞

)∥∥∥ ∂
∂x

(ν − ω)
∥∥∥∥∥∥∂χ
∂x

∥∥∥.
定义椭圆算子Rh : U → Uh：

a(u;Rhu, χ) = a(u;u, χ), ∀χ ∈ Uh. (2.9)

在[37]中, V. Thomée证明了下述重要的引理.

引理2.6 令wh = Rhu, ρ = wh − u, 存在与h无关的正常数C, 使得∥∥∥∂wh

∂x

∥∥∥
∞

≤ C(u), ∥ρ∥ ≤ C(u)h2,
∥∥∥∂ρ
∂x

∥∥∥ ≤ C(u)h, ∥ρ∥0,∞ ≤ Ch| lnh|∥u∥1,∞.

为了证明非线性抛物方程有限体积元解的存在性, 首先介绍算子Jh : Uh → Uh 定义如下：

对任意的υ ∈ Uh, Jhυ满足以下等式

⟨Jhυ − Un−1
h , χ⟩+∆ta(υ;Jhυ,Πhχ) = ∆t(f(υ, x, tn),Πhχ), ∀χ ∈ Uh. (2.10)

如果算子Jh有不动点υ
∗, 那么Un

h = υ∗即为有限体积元格式(2.8)的解. 而根据Brouwer 不动点定

理, 需证明算子Jh有界.

定理2.1 假设条件(2.2)成立以及剖分是正则的, 则有限体积元格式(2.8)的解存在.

证： 我们想借助于Brouwer不动点定理, 还需证明

|||Jhµ− Jhω||| < L|||µ− ω|||, ∀µ, ω ∈ Uh, 0 < L < 1.

从(2.10), 对任意的µ, ω, χ ∈ Uh, 有

⟨Jhµ− Jhω, χ⟩+∆ta(µ;Jhµ,Πhχ)−∆ta(ω;Jhω,Πhχ)

= ∆t(f(µ, x, tn),Πhχ)−∆t(f(ω, x, tn),Πhχ).
(2.11)

在(2.11)中取χ = Jhµ− Jhω, 得

|||χ|||2 +∆ta(ω;χ,Πhχ) =∆ta(ω;Jhµ,Πhχ)−∆ta(µ;Jhµ,Πhχ)

+ ∆t
(
f(µ, x, tn)− f(ω, x, tn),Πhχ

)
=∆t(a(ω;Jhµ, χ)− a(µ;Jhµ, χ))

+ ∆t(εa(ω;Jhµ, χ)− εa(µ;Jhµ, χ))

+ ∆t(f(µ, x, tn)− f(ω, x, tn),Πhχ)

∆
=I + II + III.

(2.12)
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首先估计I项, 根据条件(2.2)以及Cauch-schwarz不等式, 得

a(ω;Jhµ, χ)− a(µ;Jhµ, χ) =

∫ b

a

(A(ω)− A(µ))
∂Jhµ

∂x

∂χ

∂x
dx

≤ C1

∥∥∥∂Jhµ

∂x

∥∥∥
∞
∥ω − µ∥

∥∥∥∂χ
∂x

∥∥∥. (2.13)

对于II项, 利用引理2.5和逆不等式(2.3)

| II |≤ C2∆th
∥∥∥∂(µ− ω)

∂x

∥∥∥∥∥∥∂χ
∂x

∥∥∥ ≤ C2∆t∥µ− ω∥
∥∥∥∂χ
∂x

∥∥∥. (2.14)

对于III项, 根据条件(2.2)和Poincaré不等式, 有

|III| ≤ C∆t∥µ− ω∥∥χ∥ ≤ C∆t∥µ− ω∥
∥∥∥∂χ
∂x

∥∥∥. (2.15)

将(2.13)、(2.14)、(2.15) 代入(2.12), 并结合引理2.2

|||χ|||2 +∆tᾱ
∥∥∥∂χ
∂x

∥∥∥2 ≤ C3∆t∥µ− ω∥
∥∥∥∂χ
∂x

∥∥∥ ≤ C4∆t∥µ− ω∥2 +∆tᾱ
∥∥∥∂χ
∂x

∥∥∥2.
从而有|||χ||| ≤ C5∥µ− ω∥. 注意||| · |||与∥ · ∥等价, 当∆t充分小时, 即可得到想要的结果.

2.3 有限体积元及两重网格解的收敛性

在这一节, 我们研究一维非线性抛物方程有限体积元及两重网格算法的收敛性, 将分别

以L2-和H1-模为距离进行讨论. 对于有限体积元算法, 我们证明了L2-和H1-模最优的误差估计,

表达为下述两个定理.

定理2.2 令Un
h、un分别表示(2.8)及(2.4)的解, 假设u充分光滑, 则有

∥Un
h − un∥ ≤ C(∆t+ h2).

证：令un = u(tn)、wn
h = Rhu

n(Rh如(2.9)定义), 则

Un
h − un = (Un

h − wn
h) + (wn

h − un)
∆
= θn + ρn.

考虑到引理2.6, 还需估计θn. 对任意的χ ∈ Uh

(∂̄θn, χ) + a(Un
h ; θ

n, χ) = (∂̄Un
h , χ) + a(Un

h ;U
n
h , χ)− (∂̄wn

h , χ)− a(Un
h ;w

n
h , χ)

= (f(Un
h ), χ) + δ − (unt , χ)− (∂̄wn

h − unt , χ)

− a(un;wn
h , χ)− [a(Un

h ;w
n
h , χ)− a(un;wn

h , χ)],

(2.16)

其中

δ = ε(f, χ)− ε(∂̄Un, χ)− εa(U
n;Un, χ) = ε(f − ∂̄Un

h , χ)− εa(U
n
h ;U

n
h , χ).
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参考Rh的定义式(2.9), 可以发现

(∂̄θn, χ) + a(Un
h ; θ

n, χ) = (f(Un
h )− f(un), χ) + δ − (∂̄ρn, χ)− (∂̄un − unt , χ)

− [a(Un
h ;w

n
h , χ)− a(un;wn

h , χ)].
(2.17)

在(2.17)中取χ = θn, 利用(2.2)以及引理2.6中的
∂wn

h

∂x
的有界性, 有

1

2
∂̄∥θn∥2 + µ

∥∥∥∂θn
∂x

∥∥∥2 ≤C(∥Un
h − un∥)

(
∥θn∥+

∥∥∥∂θn
∂x

∥∥∥)+
(∥∂̄ρn∥+ ∥∂̄un − unt ∥)∥θn∥+ |δ|.

(2.18)

借助于引理2.3、2.4, 得到

|δ| ≤ Ch2
∥∥∥∂θn
∂x

∥∥∥.
利用ε−Cauchy不等式并恰当选取ε, 使得

∂̄∥θn∥2 + µ
∥∥∥∂θn
∂x

∥∥∥2 ≤ C(∥θn∥2 + En) +
µ

2

∥∥∥∂θn
∂x

∥∥∥2,
此处

En = ∥ρn∥2 + ∥∂̄ρn∥2 + ∥∂̄un − unt ∥2 + h4.

从而两边同时减掉
µ

2

∥∥∥∂θn
∂x

∥∥∥2, 得
∂̄∥θn∥2 + µ

∥∥∥∂θn
∂x

∥∥∥2 ≤ C(∥θn∥2 + En).

这说明

(1− C∆t)∥θn∥2 ≤ ∥θn−1∥2 + C∆tEn.

或写成

∥θn∥2 ≤ (1 + C∆t)∥θn−1∥2 + C∆tEn. (2.19)

重复(2.19)的过程, 并注意θ0 = 0, 可得

∥θn∥2 ≤ (1 + C∆t)n∥θ0∥2 + C∆t
n∑

j=1

(1 + C∆t)n−jEj

= C∆t
n∑

j=1

(1 + C∆t)n−jEj.

(2.20)

由引理2.6的结果, ∥ρj∥ ≤ C(u)h2,

∥∂̄ρj∥ =
∥∥∥∆t−1

∫ tj

tj−1

ρtds
∥∥∥ ≤ C(u)∆t,

∥∂̄uj − ujt∥ =
∥∥∥∆t−1

∫ tj

tj−1

(s− tj−1)utt(s)ds
∥∥∥ ≤ C(u)∆t.

即Ej ≤ C(u)(h2 +∆t)2. 代入(2.20), 得

∥θn∥ ≤ C(u)(h2 +∆t),

证毕.

10
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�

关于有限体积元算法H1-模的估计, 我们给出并证明以下定理.

定理2.3 令Un
h、un分别表示(2.8)及(2.4)的解, 假设u充分光滑, 则有

∥Un
h − un∥1 ≤ C(∆t+ h).

证： 在(2.17)中取χ = ∂̄θn, 有

(∂̄θn, ∂̄θn) + a(Un
h ; θ

n, ∂̄θn) =(f(Un
h )− f(un), ∂̄θn) + δ

− (∂̄ρn, ∂̄θn)− (∂̄un − unt , ∂̄θ
n)

− [a(Un
h ;w

n
h , ∂̄θ

n)− a(un;wn
h , ∂̄θ

n)].

(2.21)

对于双线性形式a(·; ·, ·), 经简单计算可得

2∆ta(Un
h ; θ

n, ∂̄θn) = a(Un
h ; θ

n, θn)− a(Un
h ; θ

n−1, θn−1) + ∆t2a(Un
h ; ∂̄θ

n, ∂̄θn).

结合(2.21), 得

2∆t∥∂̄θn∥2 + a(Un
h ; θ

n, θn)− a(Un
h ; θ

n−1, θn−1) + α∆t2
∥∥∥ ∂
∂x

(∂̄θn)
∥∥∥2

=2∆t
{
(f(Un

h )− f(un), ∂̄θn) + δ − (∂̄ρn, ∂̄θn)− (∂̄un − unt , ∂̄θ
n)

− [a(Un
h ;w

n
h , ∂̄θ

n)− a(un;wn
h , ∂̄θ

n)]
}
,

(2.22)

此处

a(Un;wn
h , ∂̄θ

n)− a(un;wn
h , ∂̄θ

n) =
([
A(Un

h )− A(un)
]∂wn

h

∂x
,
∂

∂x
(∂̄θn)

)
=
([
A(Un

h )− A(wn
h)
]∂wn

h

∂x
,
∂

∂x
(∂̄θn)

)
+
([
A(wn

h)− A(un)
]∂wn

h

∂x
,
∂

∂x
(∂̄θn)

)
=
( ∂
∂x

[
A(Un

h )− A(wn
h)
∂wn

h

∂x

]
, ∂̄θn

)
+
([
A(wn

h)− A(un)
]∂wn

h

∂x
,
∂

∂x
(∂̄θn)

)
.

(2.23)

参照条件(2.2)以及引理2.6, 有如下不等式∣∣∣([A(wn
h)− A(un)

]∂wn
h

∂x
,
∂

∂x
(∂̄θn)

)∣∣∣ ≤ Ch2
∥∥∥ ∂
∂x

(∂̄θn)
∥∥∥. (2.24)

对于(2.23)式右端的第一项, 借助于(2.2)以及引理2.6, 有∣∣∣( ∂
∂x

[
A(Un

h )− A(wn
h)
∂wn

h

∂x

]
, ∂̄θn

)∣∣∣
≤C
[∥∥∥(A′(Un

h )− A′(wn
h))

∂wn
h

∂x

∥∥∥+ ∥∥∥A′(Un
h )

∂

∂x
(Un

h − wn
h)
∥∥∥]∥∂̄θn∥

≤C
(
∥Un

h − wn
h∥+

∥∥∥ ∂
∂x

(Un
h − wn

h)
∥∥∥)∥∂̄θn∥.

(2.25)

11
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将(2.24)、(2.25)代入(2.23)中, 并利用Poincaré 不等式, 得

|a(Un
h ;w

n
h , ∂̄θ

n)− a(un;wn
h , ∂̄θ

n)| ≤ C
∥∥∥ ∂
∂x

(Un
h − wn

h)
∥∥∥∥∂̄θn∥+ Ch2

∥∥∥ ∂
∂x

(∂̄θn)
∥∥∥.

事实上Un
h − wn

h = θn, 从而

|a(Un
h ;w

n
h , ∂̄θ

n)− a(un;wn
h , ∂̄θ

n)| ≤ C
∥∥∥∂θn
∂x

∥∥∥∥∂̄θn∥+ Ch2
∥∥∥ ∂
∂x

(∂̄θn)
∥∥∥.

现在来估计(2.22)的右端

2∆t
{
(f(Un

h )− f(un), ∂̄θn) + δ − (∂̄ρn, ∂̄θn)

− (∂̄un − unt , ∂̄θ
n)− [a(Un

h ;w
n
h , ∂̄θ

n)− a(un;wn
h , ∂̄θ

n)]
}

≤2∆t
{
C∥Un

h − un∥∥∂̄θn∥+ C
∥∥∥∂θn
∂x

∥∥∥∥∂̄θn∥
+ Ch2

∥∥∥ ∂
∂x

(∂̄θn)
∥∥∥+ (∥∂̄ρn∥+ ∥∂̄un − unt ∥)∥∂̄θn∥+ |δ|

}
,

(2.26)

此处

|δ| ≤ Ch2
∥∥∥ ∂
∂x

(∂̄θn)
∥∥∥.

将(2.26)带入(2.22)中,

2∆t∥∂̄θn∥2 + a(Un
h ; θ

n, θn)− a(Un
h ; θ

n−1, θn−1) + α∆t2
∥∥∥ ∂
∂x

(∂̄θn)
∥∥∥2

≤2∆t
{
C∥Un

h − un∥∥∂̄θn∥+ C
∥∥∥∂θn
∂x

∥∥∥∥∂̄θn∥+ Ch2
∥∥∥ ∂
∂x

(∂̄θn)
∥∥∥

+ (∥∂̄ρn∥+ ∥∂̄un − unt ∥)∥∂̄θn∥
}
,

(2.27)

仿照定理2.2的做法, 利用ε−Cauchy不等式并恰当选取ε, 使得

a(Un
h ; θ

n, θn)− a(Un
h ; θ

n−1, θn−1) ≤ C∆t
(∥∥∥∂θn

∂x

∥∥∥2 + En

)
, (2.28)

其中

En = ∥Un
h − un∥2 + ∥∂̄ρn∥2 + ∥∂̄un − unt ∥2 + h4/∆t.

将(2.28)中的a(Un; θn−1, θn−1) 项移至不等号右边, 参考条件(2.2), 有

α
∥∥∥∂θn
∂x

∥∥∥2 ≤ a(Un
h ; θ

n, θn) ≤ a(Un
h ; θ

n−1, θn−1) + C∆t
(∥∥∥∂θn

∂x

∥∥∥2 + En

)
.

(1− C∆t)
∥∥∥∂θn
∂x

∥∥∥2 ≤ Ca(Un
h ; θ

n−1, θn−1) + C∆tEn ≤ C
∥∥∥∂θn−1

∂x

∥∥∥2 + C∆tEn.

或写成 ∥∥∥∂θn
∂x

∥∥∥2 ≤ (1 + C∆t)
∥∥∥∂θn−1

∂x

∥∥∥2 + C∆tEn.

重复上述过程并注意θ0 = 0, 有∥∥∥∂θn
∂x

∥∥∥2 ≤ (1 + C∆t)n
∥∥∥∂θ0
∂x

∥∥∥2 + C∆t
n∑

j=1

(1 + C∆t)n−jEj

= C∆t
n∑

j=1

(1 + C∆t)n−jEj.

(2.29)

12
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参考定理2.2, 知Ej ≤ C(u)(h4/∆t+ h2 +∆t2). 从而∥∥∥∂θn
∂x

∥∥∥ ≤ C(∆t+ h+
h2

∆t1/2
).

由于我们取网格比
h2

∆t
是一个常数,

∥∥∥ ∂
∂x
θn
∥∥∥ ≤ C(∆t+ h).

结合引理2.6并根据三角不等式, 得

∥Un
h − un∥1 ≤ C(∆t+ h).

�

接下来我们分析两重网格算法的解与真解之间的误差.

引理2.7 设Un
h、Un

H分别是两重网格格式和相应的粗网格上的解, 假设u充分光滑, 则有

∥Un
h − Un

H∥ ≤ C(∆t+H2).

证：如前, 令

Un
h − un = Un

h − wn
h + wn

h − un
∆
= θn + ρn.

对于两重网格有限体积元算法, 有误差方程

(∂̄θn, χ) + a(Un
H ; θ

n, χ) = (∂̄Un
h , χ) + a(Un

H ;U
n
h , χ)− (∂̄wn

h , χ)− a(Un
H ;w

n
h , χ)

= (f(Un
H) + f ′(Un

H)(U
n
h − Un

H), χ) + δ − (unt , χ)− (∂̄wn
h − unt , χ)

− a(un;wn
h , χ)− [a(Un

H ;w
n
h , χ)− a(un;wn

h , χ)],

(2.30)

where δ = ε(f(Un
H) + f ′(Un

H)(U
n
h − Un

H), χ)− ε(∂̄Un
h , χ)− εa(U

n
H ;U

n, χ).

参考Rh的定义式(2.9), 我们发现

(∂̄θn, χ) + a(Un
H ; θ

n, χ) = (f(Un
H) + f ′(Un

H)(U
n
h − Un

H)− f(un), χ) + δ − (∂̄ρn, χ)

− (∂̄un − unt , χ)− [a(Un
H ;w

n
h , χ)− a(un;wn

h , χ)].
(2.31)

在(2.31)式中取χ = θn, 并对f在Un
H 处做Taylor 展开式, 有

f(un) = f(Un
H) + f ′(Un

H)(u
n − Un

H) +
1

2
f ′′(ũn)(un − Un

H)
2,

其中ũn位于un、Un
H之间. 从而

f(Un
H) + f ′(Un

H)(U
n
h − Un

H)− f(un) = f ′(Un
H)(U

n
h − un)− 1

2
f ′′(ũn)(un − Un

H)
2.

其中的

∥(un − Un
H)

2∥2 ≤ ∥un − Un
H∥20,∞∥un − Un

H∥2

≤ (∥un −RHu
n∥0,∞ + ∥RHu

n − Un
H∥0,∞)2∥un − Un

H∥2,
(2.32)

13
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此处的RH如同(2.9)中定义的Rh. 借助于定理2.2、引理2.6 以及逆不等式(2.3), 可得

∥(un − Un
H)

2∥2 ≤ C
[
H|lnH|+H−1(∆t+H2)

]2
(∆t+H2)2

≤ C
[
H|lnH|∆t+H3|lnH|+H−1(∆t)2 + 2H∆t+H3

]2
.

选取适当的H、∆t使其满足H−1∆t < C̃, 于是

∥(un − Un
H)

2∥2 ≤ C(∆t+H3|lnH|)2.

对于式(2.31)的最后一项,

a(Un
H ;w

n
h , θ

n)− a(un;wn
h , θ

n) =a(Un
H ;w

n
h , θ

n)− a(Un
h ;w

n
h , θ

n)+

a(Un
h ;w

n
h , θ

n)− a(un;wn
h , θ

n).
(2.33)

对于式(2.33)右端的第一项, 有如下不等式

a(Un
H ;w

n
h , θ

n)− a(Un
h ;w

n
h , θ

n) =
([
A(Un

H)− A(Un
h )
]∂wn

h

∂x
,
∂θn

∂x

)
≤ C∥Un

H − Un
h ∥
∥∥∥∂θn
∂x

∥∥∥
≤ C(∥Un

H − un∥+ ∥un − Un
h ∥)
∥∥∥∂θn
∂x

∥∥∥.
(2.34)

由定理2.2知

∥Un
H − un∥ ≤ C(∆t+H2).

从而利用条件(2.2)以及
∂wn

h

∂x
的有界性, 可得

1

2
∂̄∥θn∥2 + µ

∥∥∥∂θn
∂x

∥∥∥2 ≤C1(∥Un
h − un∥)(∥θn∥+

∥∥∥∂θn
∂x

∥∥∥) + C2(∆t+H2)
∥∥∥∂θn
∂x

∥∥∥
+ C3(∆t+H3|lnH|)2∥θn∥+ C4(∥∂̄ρn∥

+ ∥∂̄un − unt ∥)∥θn∥+ |δ|.

(2.35)

由引理2.3、2.4, 可得

|δ| ≤ Ch2
∥∥∥∂θn
∂x

∥∥∥.
仿照定理2.2的做法, 利用ε−Cauchy不等式并恰当选取ε, 使得

∂̄∥θn∥2 + µ
∥∥∥∂θn
∂x

∥∥∥2 ≤ C(∥θn∥2 + En), (2.36)

此处

En = ∥ρn∥2 + ∥∂̄ρn∥2 + ∥∂̄un − unt ∥2 + h4 + (∆t+H2 +H6|lnH|2)2.

这说明

(1− C∆t)∥θn∥2 ≤ ∥θn−1∥2 + C∆tEn.

或者

∥θn∥2 ≤ (1 + C∆t)∥θn−1∥2 + C∆tEn.

14
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重复上述过程并注意到θ0 = 0, 有

∥θn∥2 ≤ (1 + C∆t)n∥θ0∥2 + C∆t
n∑

j=1

(1 + C∆t)n−jEj

= C∆t
n∑

j=1

(1 + C∆t)n−jEj.

(2.37)

利用引理2.6, 可得∥ρj∥ ≤ C(u)h2,

∥∂̄ρj∥ =
∥∥∥∆t−1

∫ tj

tj−1

ρtds
∥∥∥ ≤ C(u)∆t,

∥∂̄uj − ujt∥ =
∥∥∥∆t−1

∫ tj

tj−1

(s− tj−1)utt(s)ds
∥∥∥ ≤ C(u)∆t.

这表明Ej ≤ C(u)(h2 +H2 +∆t)2. 从而

∥θn∥ ≤ C(u)(h2 +H2 +H3|lnH|+∆t) ≤ C(u)(h2 +H2 +∆t).

结合引理2.6、定理2.2并利用三角不等式, 得

∥Un
h − Un

H∥ = ∥θn∥+ ∥ρn∥+ ∥un − Un
H∥ ≤ C(∆t+ h2 +H2) ≤ C(∆t+H2).

�

接下来我们给出并证明两重网格算法的解与真解之间的误差的H1-模估计.

定理2.4 设Un
h、un分别是两重网格算法和问题(2.1) 的解, 假设u充分光滑, 则有

∥Un
h − un∥1 ≤ C(∆t+ h+H2).

证：在式(2.31)中取χ = ∂̄θn, 可以得到如下等式

(∂̄θn, ∂̄θn) + a(Un
H ; θ

n, ∂̄θn) =(f(Un
H) + f ′(Un

H)(U
n
h − Un

H)− f(un), ∂̄θn) + δ

− (∂̄ρn, ∂̄θn)− (∂̄un − unt , ∂̄θ
n)

− [a(Un
H ;w

n
h , ∂̄θ

n)− a(un;wn
h , ∂̄θ

n)].

(2.38)

对双线性形式a(·; ·, ·), 经简单计算可得

2∆ta(Un
H ; θ

n, ∂̄θn) = a(Un
H ; θ

n, θn)− a(Un
H ; θ

n−1, θn−1) + ∆t2a(Un
H ; ∂̄θ

n, ∂̄θn). (2.39)

将(2.39)代入(2.38),

2∆t∥∂̄θn∥2 + a(Un
H ; θ

n, θn)− a(Un
H ; θ

n−1, θn−1) + α∆t2
∥∥∥ ∂
∂x

(∂̄θn)
∥∥∥2

=2∆t
{
(f(Un

H) + f ′(Un
H)(U

n
h − Un

H)− f(un), ∂̄θn) + δ − (∂̄ρn, ∂̄θn)

− (∂̄un − unt , ∂̄θ
n)− [a(Un

H ;w
n
h , ∂̄θ

n)− a(un;wn
h , ∂̄θ

n)]
}
,

(2.40)
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此处

a(Un
H ;w

n
h , ∂̄θ

n)− a(un;wn
h , ∂̄θ

n) =a(Un
H ;w

n
h , ∂̄θ

n)− a(Un
h ;w

n
h , ∂̄θ

n)

+ a(Un
h ;w

n
h , ∂̄θ

n)− a(un;wn
h , ∂̄θ

n).

如同定理2.3中所证∣∣∣a(Un
h ;w

n
h , ∂̄θ

n)− a(un;wn
h , ∂̄θ

n)
∣∣∣ ≤ C

∥∥∥∂θn
∂x

∥∥∥∥∂̄θn∥+ Ch2
∥∥∥ ∂
∂x

(∂̄θn)
∥∥∥.

注意式(2.34)并利用引理2.7, 可得∣∣∣a(Un
H ;w

n
h , ∂̄θ

n)− a(Un
h ;w

n
h , ∂̄θ

n)
∣∣∣ ≤ C(∆t+H2)

∥∥∥ ∂
∂x

(∂̄θn)
∥∥∥.

综上我们得到(2.40)右端项的估计

2∆t
{
(f(Un

H) + f ′(Un
H)(U

n
h − Un

H)− f(un), ∂̄θn) + δ − (∂̄ρn, ∂̄θn)

− (∂̄un − unt , ∂̄θ
n)− [a(Un

H ;w
n
h , ∂̄θ

n)− a(un;wn
h , ∂̄θ

n)]
}

≤2∆t
{
C∥Un

h − un∥∥∂̄θn∥+ C(∆t+H3|lnH|)2∥∂̄θn∥+ C
∥∥∥∂θn
∂x

∥∥∥∥∂̄θn∥
+ Ch2

∥∥∥ ∂
∂x

(∂̄θn)
∥∥∥+ C(∆t+H2)

∥∥∥ ∂
∂x

(∂̄θn)
∥∥∥

+ (∥∂̄ρn∥+ ∥∂̄un − unt ∥)∥∂̄θn∥+ |δ|
}
,

(2.41)

此处

|δ| ≤ Ch2
∥∥∥ ∂
∂x

(∂̄θn)
∥∥∥.

将(2.41)代入到(2.40), 并按照前面定理的方法, 利用ε−Cauchy不等式并恰当选取ε, 使得

a(Un
H ; θ

n, θn)− a(Un
H ; θ

n−1, θn−1) ≤ C∆t
(∥∥∥∂θn

∂x

∥∥∥2 + En

)
,

其中

En = ∥Un
h − un∥2 + ∥∂̄ρn∥2 + ∥∂̄un − unt ∥2 + h2 + (∆t+H2)2.

将a(Un
H ; θ

n−1, θn−1) 项移至右端, 参考条件(2.2), 有

α
∥∥∥∂θn
∂x

∥∥∥2 ≤ a(Un
H ; θ

n, θn) ≤ a(Un
H ; θ

n−1, θn−1) + C∆t
(∥∥∥∂θn

∂x

∥∥∥2 + En

)
.

(1− C∆t)
∥∥∥∂θn
∂x

∥∥∥2 ≤ Ca(Un
H ; θ

n−1, θn−1) + C∆tEn ≤ C
∥∥∥∂θn−1

∂x

∥∥∥2 + C∆tEn.

即 ∥∥∥∂θn
∂x

∥∥∥2 ≤ (1 + C∆t)
∥∥∥∂θn−1

∂x

∥∥∥2 + C∆tEn.

重复上述过程并注意到θ0 = 0, 可以得到∥∥∥∂θn
∂x

∥∥∥2 ≤ (1 + C∆t)n
∥∥∥∂θ0
∂x

∥∥∥2 + C∆t
n∑

j=1

(1 + C∆t)n−jEj

= C∆t
n∑

j=1

(1 + C∆t)n−jEj.

(2.42)
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如前所证Ej ≤ C(u)(h2 +∆t2 +H4), 从而∥∥∥∂θn
∂x

∥∥∥ ≤ C(∆t+ h+H2).

结合引理2.6并利用三角不等式, 得

∥Un
h − un∥1 ≤ C(∆t+ h+H2).

�

2.4 数值算例

在这一节我们给出几个数值算例来验证前面所述的误差分析. 在所有的例子中, 定义域都

设为Ω× [0, T ] = [0, 1]× [0, 1]. 全离散向后Euler有限体积元格式的矩阵形式为：

(D +∆tM(Sn))Sn = DSn−1 +∆tQn, (2.43)

其中D为质量矩阵, 其元素Dij =
∫
I∗i
φj(x)dx, S

n = (Un
1 , U

n
2 , · · · , Un

N)
T, Un

i = Un
h (xi), Q是

以Qi =
∫
I∗i
fdx 为分量的向量, M(S)是整体刚度矩阵, 其元素为

Mij(S) = −a(S)∂φj(x)

∂x

∣∣∣
I∗i

.

由于矩阵系统(2.43)是非线性的, 我们将采取迭代方法去求解.

在[37]中, V. Thomée提出了一种求解由抛物方程(2.1)所形成的矩阵系统的方法, 我们简记

为M1. 叙述如下：令ξ0 = Un−1, m = 1, 2, · · · , 求解代数系统

(D +∆tM(ξm−1))ξm = DSn−1 +∆tQn, (2.44)

其中n = 1, 2, · · · , J .
在[23]中, P. Chatzipantelidis简化了上述方法M1, 描述如下：⟨
unh − un−1

h

∆t
, χ

⟩
+ a(un−1

h ;unh,Πhχ) = (f(un−1
h , x, tn),Πhχ), ∀χ ∈ Uh, for t ≥ 0. (2.45)

作者在[23]中将(2.45)称为线性化的向后Euler格式, 我们简记为LBE. (2.45)改写成矩阵形式为

(D +∆tM(Sn−1))Sn = DSn−1 +∆tQn,

此处n = 1, 2, · · · , J .
我们引入在求解非线性方程组中广泛使用的拟Newton法, 它是由Broyden在[7]最先提出的.

一阶逆Broyden拟Newton法(简记为QN)描述如下：

ξk+1 = ξk −BkF (ξ
k),

P k = ξk+1 − ξk,

Ek = F (ξk+1)− F (ξk),

Bk+1 = Bk − ((BkE
k − P k)(P k)TBk)/((P

k)TBkE
k),

(2.46)
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其中F (ξ) = (D +∆tM(ξ))ξ −DSn−1 −∆tQn. 我们用LBE 来得到ξ0.

拟Newton方法最主要的优势在于不需要求Jacobi矩阵的逆, 因而可用来求解具有病

态Jacobi矩阵的非线性方程组.

在下面的例子中, 我们采用∥ξm+1 − ξm∥∞ ≤ ε作为迭代的终止条件, 其中ε是事先给定的

常数. 我们取真解u(x, t) = xe−x+t, 系数A分别为A(u) = 1 + u、A(u) = 1 + u2以及A(u) =

1/(1 + u2)为例(取f满足相应的抛物方程(2.1)). 由于我们设网格比
h2

∆t
是一个常数, 从而

取∆t = h2 来对时间项[0, T ](T = 1)做剖分. 计算的结果显示在表1到表9中, 其中‘NI’表示迭

代的次数. 在表中我们给出计算机的工作时间和误差的收敛阶, 以便于发现不同算法的特点及

优势.

表2.1：当A(u) = 1 + u时, 采用方法M1所得到的结果.

h ∥ · ∥0 收敛阶 ∥ · ∥1 收敛阶 NI 工作时间(s)

1/10 0.0018 - 0.1487 - 839 0.1248

1/20 4.4804e-04 2.0063 0.0747 0.9932 2874 0.2964

1/40 1.1149e-04 2.0067 0.0374 0.9981 9467 1.7160

1/80 2.7803e-05 2.0036 0.0187 1 32000 36.1298

1/160 6.9415e-06 2.0019 0.0094 0.9923 103905 369.4104

表2.2：当A(u) = 1 + u时, 采用方法LBE所得到的结果.

h ∥ · ∥0 收敛阶 ∥ · ∥1 收敛阶 NI 工作时间(s)

1/10 0.0031 - 0.1507 - 100 0.0780

1/20 7.7142e-04 2.0067 0.0752 1.0029 400 0.1560

1/40 1.9127e-04 2.0119 0.0375 1.0038 1600 0.7020

1/80 4.7618e-05 2.0060 0.0188 0.9962 6400 12.8389

1/160 1.1880e-05 2.0030 0.0094 1 25600 151.8202

表2.3：当A(u) = 1 + u时, 采用方法QN所得到的结果.

h ∥ · ∥0 收敛阶 ∥ · ∥1 收敛阶 NI 工作时间(s)

1/10 0.0018 - 0.1487 - 2638 0.5928

1/20 4.4804e-04 2.0063 0.0747 0.9932 26032 1.9500

1/40 1.1149e-04 2.0067 0.0374 0.9981 126580 30.6386

1/80 2.7803e-05 2.0036 0.0187 1 545525 429.6580

1/160 6.9422e-06 2.0018 0.0094 0.9923 1658831 3.8905e+03
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表2.4：当A(u) = 1 + u2 时, 采用方法M1所得到的结果.

h ∥ · ∥0 收敛阶 ∥ · ∥1 收敛阶 NI 工作时间(s)

1/10 0.0014 - 0.1479 - 788 0.1560

1/20 3.4597e-04 2.0167 0.0745 0.9893 2564 0.3588

1/40 8.5756e-05 2.0123 0.0374 0.9942 8388 1.7784

1/80 2.1358e-05 2.0055 0.0187 1 26979 33.3062

1/160 5.3302e-06 2.0025 0.0094 0.9923 94919 387.9589

表2.5：当A(u) = 1 + u2 时, 采用方法LBE所得到的结果.

h ∥ · ∥0 收敛阶 ∥ · ∥1 收敛阶 NI 工作时间(s)

1/10 0.0029 - 0.1499 - 100 0.1092

1/20 7.1006e-04 2.0300 0.0750 0.9990 400 0.2028

1/40 1.7555e-04 2.0161 0.0375 1 1600 0.9516

1/80 4.3647e-05 2.0079 0.0187 1.0039 6400 15.5533

1/160 1.0882e-05 2.0039 0.0094 0.9923 25600 178.4339

表2.6：当A(u) = 1 + u2 时, 采用方法QN所得到的结果.

h ∥ · ∥0 收敛阶 ∥ · ∥1 收敛阶 NI 工作时间(s)

1/10 0.0014 - 0.1479 - 2846 0.3744

1/20 3.4597e-04 2.0167 0.0745 0.9893 22889 1.9344

1/40 8.5756e-05 2.0123 0.0374 0.9942 107831 30.2330

1/80 2.1358e-05 2.0079 0.0187 1 451720 368.0844

1/160 5.3306e-06 2.0024 0.0094 0.9923 1289668 3.1380e+03

表2.7：当A(u) = 1/(1 + u2)时, 采用方法M1所得到的结果.

h ∥ · ∥0 收敛阶 ∥ · ∥1 收敛阶 NI 工作时间(s)

1/10 0.0017 - 0.1436 - 754 0.2808

1/20 4.0205e-04 2.0801 0.0734 0.9682 2499 0.4368

1/40 9.8021e-05 2.0362 0.0371 0.9844 8287 2.0124

1/80 2.4256e-05 2.0147 0.0186 0.9961 26856 35.0534

1/160 6.0366e-06 2.0065 0.0093 1.0000 94501 352.1099

表2.8：当A(u) = 1/(1 + u2)时, 采用方法LBE所得到的结果.

h ∥ · ∥0 收敛阶 ∥ · ∥1 收敛阶 NI 工作时间(s)

1/10 0.0031 - 0.1420 - 100 0.1766

1/20 7.4206e-04 2.0627 0.0730 0.9599 400 0.2652

1/40 1.8206e-04 2.0271 0.0370 0.9804 1600 0.4680

1/80 4.5128e-05 2.0123 0.0186 0.9922 6400 6.5676

1/160 1.1236e-05 2.0059 0.0093 1.0000 25600 107.0479
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表2.9：当A(u) = 1/(1 + u2)时, 采用方法QN所得到的结果.

h ∥ · ∥0 收敛阶 ∥ · ∥1 收敛阶 NI 工作时间(s)

1/10 0.0017 - 0.1436 - 3120 0.4212

1/20 4.0205e-04 2.0801 0.0734 0.9682 21717 2.0436

1/40 9.8021e-05 2.0362 0.0371 0.9844 93413 28.4546

1/80 2.4256e-05 2.0147 0.0186 0.9961 331580 290.5051

1/160 6.0369e-06 2.0065 0.0093 1.0000 604201 1.6630e+03

从表2.1到表2.9中, 我们可以清楚地看到误差的L2-模的收敛阶为2, 误差的H1-模的收敛阶

为1. 这与前面所做的理论推导的结果(定理2.2、2.3)相同. 因此可以说对于非线性抛物方程, 有

限体积元格式的解收敛到真解, 格式是有效的, 误差是可以容忍的. 通过对M1、LBE、QN 三

种方法的对比, 可以发现M1方法在花费2倍于LBE方法工作量的条件下, 得到结果更加接近于

真解

(
误差约为LBE 的

1

2

)
, 从而多次进行迭代过程(2.44)是有效的. 而相对于QN方法, 在达到

相同的误差精度下, 显然M1所用的工作时间更少, 因而更加适合求解此类非线性系统. 所以在

以下的两重网格算法中, 在粗网格上求解非线性方程时, 会采用M1方法.

以下的表10到表15是M1方法与两重网格算法的对比. 取H = 1/N, (N = 4, 8, 16, 32, 64).

h = H2和∆t = h.

表2.10：当A(u) = 1 + u时, 采用方法M1所得到的结果.

h ∥.∥1 收敛阶 NI 工作时间(s)

1/16 0.0933 - 1923 0.2184

1/32 0.0467 0.9985 6513 0.8892

1/64 0.0234 0.9969 21318 13.4941

1/128 0.0117 1 71972 169.3547

1/256 0.0059 0.9877 262144 2.8768e+03

表2.11：当A(u) = 1 + u时, 采用两重网格有限体积元算法所得到的结果.

H h ∥.∥1 收敛阶 NI 工作时间(s)

1/4 1/16 0.1112 - 157 0.1716

1/8 1/64 0.0282 1.9794 558 0.3744

1/16 1/256 0.0071 1.9898 1924 1.2168

1/32 1/1024 0.0018 1.9798 6513 39.1095

1/64 1/4096 4.4364e-04 2.0205 21318 2.8204e+03
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表2.12：当A(u) = 1 + u2 时, 采用方法M1所得到的结果.

h ∥.∥1 收敛阶 NI 工作时间(s)

1/16 0.0929 - 1758 0.2496

1/32 0.0467 0.9923 5629 0.9672

1/64 0.0234 0.9969 18289 15.6489

1/128 0.0117 1 65110 179.3075

1/256 0.0059 0.9877 206147 2.5561e+03

表2.13：当A(u) = 1 + u2 时, 采用两重网格有限体积元算法所得到的结果.

H h ∥.∥1 收敛阶 NI 工作时间(s)

1/4 1/16 0.1072 - 152 0.3120

1/8 1/64 0.0271 1.9839 532 0.3588

1/16 1/256 0.0068 1.9947 1758 1.0920

1/32 1/1024 0.0017 2 5629 41.9955

1/64 1/4096 4.2511e-04 1.9996 18290 2.7198e+03

表2.14：当A(u) = 1/(1 + u2)时, 采用方法M1所得到的结果.

h ∥.∥1 收敛阶 NI 工作时间(s)

1/16 0.0913 - 1717 0.2652

1/32 0.0463 0.9796 5562 0.9360

1/64 0.0233 0.9907 18288 13.9777

1/128 0.0117 0.9938 64934 175.1891

1/256 0.0058 1.0124 203404 2.4025e+03

表2.15：当A(u) = 1/(1 + u2)时, 采用两重网格有限体积元算法所得到的结果.

H h ∥.∥1 收敛阶 NI 工作时间(s)

1/4 1/16 0.0964 - 144 0.1404

1/8 1/64 0.0249 1.9529 508 0.2496

1/16 1/256 0.0063 1.9827 1717 1.0140

1/32 1/1024 0.0016 1.9773 5562 45.8955

1/64 1/4096 3.9224e-04 2.0283 18228 2.7308e+03

从表2.10到表2.15中, 可以清楚地发现两重网格有限体积元算法H1-模的收敛阶是2, 这和我

们的理论推导(定理2.4)一致. 相对于有限体积元算法H1-模的1阶收敛性, 提高了H1-模的收敛

阶是两重网格算法的优势. 对照M1方法及两重网格算法所用的时间, 在达到大致相同精度的

条件下, 两重网格算法所用的时间远远小于M1所用的时间. 从而在求解非线性抛物方程中采

用两重网格算法是一个更好的选择. 在实际的计算中, 往往只要求空间网格满足h < H, 而不

是h = O(H2).
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第3章 抛物方程有限体积元算法的
后验误差估计

在这一章, 我们考虑下列抛物方程
∂u

∂t
−∇ · (a(x, t)∇u) = f(x, t), Ω× (0, T ],

u(x, t) = 0, ∂Ω× (0, T ],

u(x, 0) = u0, Ω,

(3.1)

定义在连通的空间-时间圆柱体中, Ω ⊂ R2且具有Lipschitz型边界∂Ω. 其中x = (x1, x2), 系

数a(x, t) = (aij(x, t))
2
i,j=1是在Ω上是一个对称正定的实矩阵. 设时间项的终点T为一个固定的常

数, 右端项f可测且在Ω× [0, T ]上平方可积. 初始项u0同样设为可测且在Ω 上平方可积.

在这一章中我们将构造后验误差估计子, 并研究其与真实误差之间的关系.

3.1 有限体积元格式的构建及所用的引理

对于抛物方程(3.1), 该方程的弱形式如下定义：寻找u ∈ U (U = L2(0, T ;H1
0 (Ω))), 满足(∂u

∂t
, v
)
+ a(u, v) = (f, v), ∀v ∈ H1

0 (Ω), (3.2)

其中(·, ·)表示L2(Ω)-内积, 双线性形式a(·, ·) 定义如下：

a(u, v) =

∫
Ω

a∇u · ∇vdx, ∀u, v ∈ H1
0 (Ω).

定义||| · ||| = a(·, ·). 根据[30], ||| · ||| 等价于∥ · ∥1.
令Th表示Ω的初始剖分, hK(K ∈ Th) 表示K的直径, h = max

K∈Th
hK . 假设剖分Th是正则的[33], 这

意味着Th中的任意两个相邻的单元有大致相同的尺寸.

定义Th上的试探函数空间Uh为线性有限元空间, 即

Uh =
{
u ∈ C(Ω̄) : u|K为线性函数且u|∂Ω = 0, ∀K ∈ Th

}
.

为了描述求解抛物方程(3.1)的有限体积元方法, 我们构造初始剖分Th的对偶剖分T ∗
h , 对偶

剖分的单元通常被称为控制体积. 我们采用[30, 21, 26, 2]中的方法来构造控制体积. 设zK为

三角形K的重心, 用直线连接zK与K的边的中点, 从而将K剖分成三部分Kz, z ∈ Zh(K), 其

中Zh(K)是K的顶点. 对每个顶点z ∈ Zh =
∪

K∈Th
Zh(K), 得到控制体积Vz, 它是由包含z的三角

形的子区域构成的单元(见图3.1). 可以最终得到覆盖定义域Ω的一组控制体积, 即初始剖分Th

的对偶剖分T ∗
h . 用Z

0
h表示Zh中位于Ω内的顶点, 用Eh表示Th 的内边集.
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图3.1 左图: 虚线为控制体积Vz的边 右图: 三角形K 被剖分成三个子区域Kz.

重心型对偶剖分适用于任意的三角剖分Th[2]. 设对偶剖分T ∗
h 是正则的, 即存在正常数C > 0使

得

C−1h2 ≤ meas(Vz) ≤ Ch2, ∀ Vz ∈ T ∗
h .

定义检验函数空间Vh如下

Vh =
{
v ∈ L2(Ω) : v|Vz 是常数且v|∂Ω = 0, ∀ Vz ∈ T ∗

h

}
.

对任意的uh ∈ Uh, 定义插值算子Πh : Uh → Vh,

Πhuh =
∑
z∈Z0

h

uh(z)Ψz,

其中Ψz是控制体积Vz的特征函数.

根据[21, 34], 对于任意的uh ∈ Uh, 存在与h无关的正常数C, 使得Πh满足不等式

∥uh − Πhuh∥0,K ≤ ChK |uh|1,K , ∀K ∈ Th. (3.3)

借助于插值算子Πh, (3.1)的全离散向后Euler有限体积元格式为: 确定Un
h ∈ Uh (n = 1, · · · , N)

使其满足 
(
Un
h − Un−1

h

∆t
,Πhχ

)
+ a(Un

h ,Πhχ) = (fn,Πhχ), ∀χ ∈ Uh, t ≥ 0.

U0
h = u0,

(3.4)

其中

a(Un
h ,Πhχ) = −

∑
z∈Z0

h

χ(z)

∫
∂Vz

(a(x)∇Un
h ) · nds,

此处n = n(x)表示∂Vz上的单位外法向量.

下面的引理在[30, 35]有证明, 它说明双线性形式ah(·,Πh·)在Uh是有界、强制的.

引理3.1 当h充分小, 存在正常数C1, C2 > 0使得, 对任意的uh, vh ∈ Uh,

强制性

ah(uh,Πhuh) ≥ C1∥uh∥21
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以及有界性

|ah(uh,Πhvh)| ≤ C2∥uh∥1∥vh∥1

成立.

根据[30], (3.2)的真解与其有限体积元解(3.4)之间的误差以H1−范数衡量是一阶收敛的, 此

时的收敛性是最优的.

引理3.2 令Un
h、u分别表示(3.4)、(3.1)的解, 假设u充分光滑, 存在与h、∆t 无关的正常数C, 满

足

∥un − Un
h ∥1 ≤ C(∆t+ h).

3.2 后验误差估计的上界

在这一节, 我们给出(3.1)有限体积元方法的残量型后验误差估计子, 并且建立它与误

差∥u− Uh∥1之间的关系. 先介绍向量值函数在通过边E ∈ Eh的跳跃, 其将在残量型后验误差估

计中将要用到. 设E是一个内边且是三角形K+, K−的边. 定义E上的单位法向量nK+ , nK−分别

指向K+, K−的外部. 令v 表示向量值函数, 设它在单元K+和K−内连续. 用v+, v−分别表示v从

单元K+和K−的内部取到的E上的迹. 从而向量值函数v在边E ∈ Eh的跳跃定义为：

[v]E = v+ · nK+ + v− · nK− .

定义函数RK , RE, η
n如下：

RK = fn − Un
h − Un−1

h

∆t
+∇ · (a(x)∇Un

h ), RE = −[a(x)∇Un
h ]E,

ηnR =

( ∑
K∈Th

h2K∥RK∥20,K
) 1

2

, ηnJ =

( ∑
E∈Eh

hE∥RE∥20,E
) 1

2

, ηn =
((
ηnR
)2

+
(
ηnJ
)2) 1

2
,

此处hE是E的长度.

首先, 介绍Scott-Zhang插值函数Ih : H1
0 (Ω) → Uh, 它满足下面的引理.

引理3.1 [18]对任意的φ ∈ H1
0 (Ω), 存在与h无关的正常数C, 对任意的K ∈ Th, E ∈ Eh, 下式成立

∥ Ihφ ∥1,Ω≤ C ∥ φ ∥1,Ω,

∥ φ− Ihφ ∥0,K≤ ChK ∥ φ ∥1,ωK
,

∥ φ− Ihφ ∥0,E≤ Ch
1
2
E ∥ φ ∥1,ωE

,

其中ωK =
∪

K′ ∩K ̸=∅
K ′, ωE =

∪
K

∩
E ̸=∅

K.

在定理证明的过程中将用到下面的引理, 该引理通常被称为迹定理[33].

引理3.2 存在与hE无关的正常数C, 使得

∥ω∥20,E ≤ C
(
h−1
E ∥ω∥20,K + hE∥∇ω∥20,K

)
, ∀ω ∈ H1(K), ∀K ∈ Th, E ∈ ∂K.
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从而, 我们给出上界及其证明.

定理3.1 对任意的正整数1 ≤ m ≤ N , 存在与h无关的正常数C, 使得下面的后验误差估计成立

∥um − Um
h ∥2 +

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

∥u− Un
h ∥21dt

≤C

(
m∑

n=1

((
ηn
)2

+ ∥Un
h − Un−1

h ∥21
))

·∆t+ C

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

∥f − fn∥2dt.
(3.5)

证：对任意的φ ∈ H1
0 (Ω), v ∈ Uh, 结合(3.2)、(3.4)得(

Un
h − Un−1

h

∆t
, φ

)
+ a(Un

h , φ) =−
(
fn − Un

h − Un−1
h

∆t
, φ− Πhv

)
+

a(Un
h , φ)− a(Un

h ,Πhv) + (fn, φ).

(3.6)

当t ∈ (tn−1, tn], 定义

Uh
∆
= Uh(t) = l(t)Un

h + (1− l(t))Un−1
h , l(t) =

t− tn−1

∆t
.

(3.2)式减去(3.6)式, 当t ∈ (tn−1, tn]时,(
∂(u− Uh)

∂t
, φ

)
+ a(u− Un

h , φ) =

(
fn − Un

h − Un−1
h

∆t
, φ− Πhv

)
− [a(Un

h , φ)− a(Un
h ,Πhv)] + (f − fn, φ).

(3.7)

在(3.7)式中, 取φ = u− Uh ∈ H1
0 (Ω), v = Ih(u− Uh) ∈ Uh,

a(u− Un
h , u− Uh) = (a(x)∇(u− Un

h ),∇(u− Uh))

=
1

2
|||u− Un

h |||2 +
1

2
|||u− Uh|||2 −

1

2
|||Uh − Un

h |||2.

从而我们推得

1

2

d

dt
∥u− Uh∥2 +

1

2
|||u− Un

h |||2 +
1

2
|||u− Uh|||2

=
1

2
|||Uh − Un

h |||2 +
(
fn − Un

h − Un−1
h

∆t
, φ− v

)
+

(
fn − Un

h − Un−1
h

∆t
, v − Πhv

)
− [a(Un

h , φ)− a(Un
h , v)]− [a(Un

h , v)− a(Un
h ,Πhv)] + (f − fn, φ)

∆
=I1 + I2 + I3 + I4 + I5 + I6.

(3.8)

现在我们估计(3.8)式的右端项.

对于I1, 有

|||Uh − Un
h |||2 = (1− l(t))2|||Un

h − Un−1
h |||2.
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根据Green公式, 有

−I4 = (a(x)∇Un
h ,∇(φ− v)) =

∑
K∈Th

(a(x)∇Un
h ,∇(φ− v))

=
∑
K∈Th

[ ∫
∂K

(a(x)∇Un
h ) · n(φ− v)ds−

∫
K

∇ · (a(x)∇Un
h )(φ− v)dx

]
=
∑
E∈Eh

(
[a(x)∇Un

h ]E, φ− v
)
0,E

−
∑
K∈Th

(∇ · (a(x)∇Un
h ), φ− v)0,K .

(3.9)

将I2与I4一起估计, 有

I2 + I4 =
∑
K∈Th

(
fn − Un

h − Un−1
h

∆t
+∇ · (a(x)∇Un

h ), φ− v

)
0,K

−
∑
E∈Eh

(
[a(x)∇Un

h ]E, φ− v
)
0,E

=
∑
K∈Th

(
RK , φ− v

)
0,K

+
∑
E∈Eh

(
RE, φ− v

)
0,E
.

(3.10)

利用引理3.1和Cauchy-Schwarz不等式,

∣∣I2 + I4
∣∣ ≤ C

∑
K∈Th

{
hK∥RK∥0,K∥u− Uh∥1,ωK

}
+ C

∑
E∈Eh

{
h

1
2
E∥RE∥0,E∥u− Uh∥1,ωE

}

≤ C

( ∑
K∈Th

h2K∥RK∥20,K
) 1

2
( ∑

K∈Th

∥u− Uh∥21,ωK

) 1
2

+ C

( ∑
E∈Eh

hE∥RE∥20,E
) 1

2
( ∑

E∈Eh

∥u− Uh∥21,ωE

) 1
2

≤ C

( ∑
K∈Th

h2K∥RK∥20,K
) 1

2

∥u− Uh∥1,Ω + C

( ∑
E∈Eh

hE∥RE∥20,E
) 1

2

∥u− Uh∥1,Ω.

(3.11)

对于I5项, 由于Πhv在K
∩
Vz, z ∈ Zh(K)上为常数, 所以∫

K

a(x)∇Un
h · ∇vdx =

∑
z∈Zh(K)

∫
K

∩
Vz

a(x)∇Un
h · ∇(v − Πhv)dx

=−
∑

z∈Zh(K)

∫
K

∩
Vz

∇ · (a(x)∇Un
h ) · (v − Πhv)dx

+
∑

z∈Zh(K)

∫
∂(K

∩
Vz)

a(x)∇Un
h · n(v − Πhv)ds

=−
∫
K

∇ · (a(x)∇Un
h ) · (v − Πhv)dx

+

∫
∂K

a(x)∇Un
h · n(v − Πhv)ds

+
∑

z∈Zh(K)

∫
K

∩
∂Vz

a(x)∇Un
h · n(v − Πhv)ds

(3.12)
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由于a(x)∇Un
h和v在每个单元K ∈ Th上连续, 有∑

z∈Zh(K)

∫
K

∩
∂Vz

a(x)∇Un
h · nvds = 0.

从而

−I5 =
∑
E∈Eh

(
[a(x)∇Un

h ], v − Πhv
)
0,E

−
∑
K∈Th

(
∇ · (a(x)∇Un

h ), v − Πhv
)
0,K
. (3.13)

将I3和I5一起估计, 有

I3 + I5 =
∑
K∈Th

(
fn − Un

h − Un−1
h

∆t
+∇ · (a(x)∇Un

h ), v − Πhv
)
0,K

−
∑
E∈Eh

(
[a(x)∇Un

h ], v − Πhv
)
0,E

=
∑
K∈Th

(
RK , v − Πhv

)
0,K

+
∑
E∈Eh

(
RE, v − Πhv

)
0,E
.

(3.14)

对于(3.14)式右端的第一项, 借助于引理3.1以及Cauchy-Schwarz 不等式, 有∣∣∣∣ ∑
K∈Th

(
RK , v − Πhv

)
0,K

∣∣∣∣ ≤ C
∑
K∈Th

{
hK∥RK∥0,K∥Ih(u− Uh)∥1,K

}

≤ C

( ∑
K∈Th

h2K∥RK∥20,K
) 1

2
( ∑

K∈Th

∥Ih(u− Uh)∥21,K
) 1

2

≤ C

( ∑
K∈Th

h2K∥RK∥20,K
) 1

2

∥Ih(u− Uh)∥1,Ω.

≤ C

( ∑
K∈Th

h2K∥RK∥20,K
) 1

2

∥u− Uh∥1,Ω.

(3.15)

对于(3.14)式右端的第二项, 利用Cauchy-Schwarz不等式, 如同[3]所作的估计, 有∣∣∣∣ ∑
E∈Eh

(
RE, v − Πhv

)
0,E

∣∣∣∣ ≤ ∑
E∈Eh

∥∥RE

∥∥
0,E

∥∥v − Πhv
∥∥
0,E

≤
( ∑

E∈Eh

hE
∥∥RE

∥∥2
0,E

) 1
2
( ∑

E∈Eh

h−1
E

∥∥v − Πhv
∥∥2
0,E

) 1
2

.

(3.16)

因为Πhv是分片常数, 借助于引理3.1和引理3.2, 有∑
E∈Eh

h−1
E

∥∥v − Πhv
∥∥2
0,E

≤ C
∑
E∈Eh

(
h−2
E

∥∥v − Πhv
∥∥2
0,K

+ |v|21,K
)
≤ C∥v∥21 ≤ C∥u− Uh∥21. (3.17)

利用Cauchy-Schwarz不等式和Poincaré不等式,

|I6| ≤ ∥f − fn∥∥u− Uh∥ ≤ C∥f − fn∥∥u− Uh∥1.
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结合I1, I2 + I4, I3 + I5, I6 的估计式并对(3.8)式关于时间在tn−1 到tn作积分, 有

1

2

∫ tn

tn−1

d

dt
∥u− Uh∥2dt+

1

2

∫ tn

tn−1

|||u− Un
h |||2dt+

1

2

∫ tn

tn−1

|||u− Uh|||2dt

≤1

6
∆t|||Un

h − Un−1
h |||2 + C

∫ tn

tn−1

( ∑
K∈Th

h2K∥RK∥20,K
) 1

2

∥u− Uh∥1dt

+ C

∫ tn

tn−1

( ∑
E∈Eh

hE
∥∥RE

∥∥2
0,E

) 1
2

∥u− Uh∥1dt+ C

∫ tn

tn−1

∥f − fn∥∥u− Uh∥1dt

(3.18)

利用ε−Cauchy不等式以及||| · |||与∥ · ∥1的等价性, 有

1

2

(
∥un − Un

h ∥2 − ∥un−1 − Un−1
h ∥2

)
+ C̃

∫ tn

tn−1

∥u− Un
h ∥21dt

≤1

6
∥Un

h − Un−1
h ∥21 ·∆t+ C

(
ηn
)2

·∆t+ C

∫ tn

tn−1

∥f − fn∥2dt,
(3.19)

将(3.19)式从n = 1累加到n = m (1 < m ≤ N), 结合U0
h = u0

∥um − Um
h ∥2 +

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

∥u− Un
h ∥21dt

≤C

(
m∑

n=1

((
ηn
)2

+ ∥Un
h − Un−1

h ∥21
))

·∆t+ C

m∑
n=1

∫ tn

tn−1

∥f − fn∥2dt,
(3.20)

从而我们得到结果(3.5).

�

3.3 后验误差估计的下界

在这一节, 我们将得到误差∥un − Un
h ∥1的局部下界. 为此, 先介绍bubble-函数的性质.

对每个三角形单元K ∈ Th, 用λK,1, λK,2, λK,3表示重心坐标(又称为面积坐标). 如下定义

元bubble-函数ψK

ψK = 27λK,1λK,2λK,3, 在K; ψK = 0, 在 Ω\K.

对于每个内边E ∈ Eh, 设K和K ′以边E为公共边. 令λE,1, λE,2表示关于E 终点的重心坐标, 定义

边bubble-函数ψE如下

ψE = 4λE,1λE,2, 在 ωE = K ∪K ′; ψE = 0在 Ω\ωE.

引理3.3 [31]如上定义的bubble-函数ψK , ψE满足

supp ψK ⊂ K, ψK ∈ [0, 1], max
x∈K

ψK = 1,
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∫
K

ψKdx =
9

20
|K| ∼ h2K , ∥∇ψK∥0,K ≤ Ch−1

K ∥ψK∥0,K .

supp ψE ⊂ ωE, ψE ∈ [0, 1], max
x∈ωE

ψE = 1,∫
E

ψEds =
2

3
hE,

∫
ωE

ψEdx =
1

3
|ωE| ∼ h2K , ∥∇ψE∥0,ωE

≤ Ch−1
E ∥ψE∥0,ωE

.

定义RK在K上的积分平均
(
RK

)
, RE在E积分平均

(
RE

)
：

RK =
1

|K|

∫
K

RKdx, RE =
1

|E|

∫
E

REds.

我们给出如下的局部下界及其证明.

定理3.2 对任意的K ∈ Th, E ∈ Eh, 存在与h无关的正常数C, 使得关于误差un − Un
h的下列局部

下界成立

hK∥RK∥0,K ≤ C∥un − Un
h ∥1,K + hK

∥∥∥∥∂un∂t − Un
h − Un−1

h

∆t

∥∥∥∥
0,K

+ 2hK

∥∥∥RK −RK

∥∥∥
0,K
, (3.21)

以及

h
1
2
E∥RE∥0,E ≤ C∥un − Un

h ∥1,ωE
+ ChE

∥∥∥∥∂un∂t − Un
h − Un−1

h

∆t

∥∥∥∥
0,ωE

+ ChK

∥∥∥RK −RK

∥∥∥
0,ωE

+ h
1
2
E

∥∥∥RE −RE

∥∥∥
0,E
.

(3.22)

证： 根据三角不等式, 得

∥RK∥0,K ≤
∥∥∥RK

∥∥∥
0,K

+
∥∥∥RK −RK

∥∥∥
0,K
, (3.23)

借助于bubble-函数ψK的性质、RK的定义以及Green公式, 可得∥∥∥RK

∥∥∥2
0,K

∼
(
RK , ψKRK

)
=
(
RK , ψKRK

)
−
(
RK −RK , ψKRK

)
=

(
fn − Un

h − Un−1
h

∆t
+∇ · (a(x)∇Un

h ), ψKRK

)
−
(
RK −RK , ψKRK

)
=

(
fn − ∂un

∂t
, ψKRK

)
+

(
∂un

∂t
− Un

h − Un−1
h

∆t
, ψKRK

)
+
(
∇ · (a(x)∇Un

h ), ψKRK

)
−
(
RK −RK , ψKRK

)
= a(un, ψKRK)−

∫
K

a(x)∇Un
h · ∇(ψKRK)dx

+

(
∂un

∂t
− Un

h − Un−1
h

∆t
, ψKRK

)
−
(
RK −RK , ψKRK

)
=

∫
K

a(x)∇(un − Un
h ) · ∇(ψKRK)dx+

(
∂un

∂t
− Un

h − Un−1
h

∆t
, ψKRK

)
−
(
RK −RK , ψKRK

)
∆
= B1 +B2 +B3.

(3.24)
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对于B1项, 利用Cauchy-Schwarz不等式以及引理3.3, 得

|B1| ≤ C|un − Un
h |1,K

∥∥∥∇(ψKRK)
∥∥∥
0,K

= C|un − Un
h |1,K∥∇ψK∥0,K

∣∣∣RK

∣∣∣
≤ Ch−1

K |un − Un
h |1,K∥ψK∥0,K

∣∣∣RK

∣∣∣ = Ch−1
K |un − Un

h |1,K
∥∥∥ψKRK

∥∥∥
0,K

≤ Ch−1
K |un − Un

h |1,K
∥∥∥RK

∥∥∥
0,K
.

(3.25)

借助于Cauchy-Schwarz不等式以及引理3.3, 有

|B2| ≤
∥∥∥∥∂un∂t − Un

h − Un−1
h

∆t

∥∥∥∥
0,K

∥∥∥ψKRK

∥∥∥
0,K

≤
∥∥∥∥∂un∂t − Un

h − Un−1
h

∆t

∥∥∥∥
0,K

∥∥∥RK

∥∥∥
0,K
, (3.26)

|B3| ≤
∥∥∥RK −RK

∥∥∥
0,K

∥∥∥ψKRK

∥∥∥
0,K

≤
∥∥∥RK −RK

∥∥∥
0,K

∥∥∥RK

∥∥∥
0,K
. (3.27)

结合(3.24)、(3.25)、(3.26) 和(3.27), 得到(3.21).

为了得到(3.22), 由三角不等式, 与上述证明过程类似, 有

h
1
2
E

∥∥∥RE

∥∥∥
0,E

≤ h
1
2
E

∥∥∥RE

∥∥∥
0,E

+ h
1
2
E

∥∥∥RE −RE

∥∥∥
0,E
. (3.28)

利用引理3.3以及Green公式, 有∥∥∥RE

∥∥∥2
0,E

∼
(
RE, ψERE

)
0,E

=
(
RE, ψERE

)
0,E

+
(
RE −RE, ψERE

)
0,E

=
(
a(x)∇Un

h ,∇(ψERE)
)
0,ωE

+
(
∇ · (a(x)∇Un

h ), ψERE

)
0,ωE

+
(
RE −RE, ψERE

)
0,E

=

∫
ωE

a(x)∇Un
h · ∇(ψERE)dx−

∫
ωE

a(x)∇un · ∇(ψERE)dx

+

∫
ωE

a(x)∇un · ∇(ψERE)dx+
(
∇ · (a(x)∇Un

h ), ψERE

)
0,ωE

+
(
RE −RE, ψERE

)
0,E

=

∫
ωE

a(x)∇(Un
h − un) · ∇(ψERE)dx−

∫
ωE

∇ · (a(x)∇un)(ψERE)dx

+
(
∇ · (a(x)∇Un

h ), ψERE

)
0,ωE

+
(
RE −RE, ψERE

)
0,E

=

∫
ωE

a(x)∇(Un
h − un) · ∇(ψERE)dx+ (∇ · (a(x)∇Un

h ), ψERE)0,ωE

+

∫
ωE

(
fn − Un

h − Un−1
h

∆t

)
(ψERE)dx+

∫
ωE

(
Un
h − Un−1

h

∆t
− ∂un

∂t

)
(ψERE)dx

+
(
RE −RE, ψERE

)
0,E

=

∫
ωE

a(x)∇(Un
h − un) · ∇(ψERE)dx+

(
RK , ψERE

)
0,ωE

+

(
Un
h − Un−1

h

∆t
− ∂un

∂t
, ψERE

)
+
(
RE −RE, ψERE

)
0,E

≡ I1 + I2 + I3 + I4.

(3.29)
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需要估计(3.29)式的右端项.

利用引理3.3以及Cauchy-Schwarz不等式, 有

|I1| ≤ C|Un
h − un|1,ωE

∥∥∥∇(ψERE)
∥∥∥
0,ωE

= C|Un
h − un|1,ωE

∥∇ψE∥0,ωE

∣∣∣RE

∣∣∣
≤ Ch−1

E |Un
h − un|1,ωE

∥ψE∥0,ωE

∣∣∣RE

∣∣∣ ≤ C|Un
h − un|1,ωE

∣∣∣RE

∣∣∣
≤ Ch

− 1
2

E |Un
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(3.30)

|I2| ≤ ∥RK∥0,ωE
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(3.31)
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(3.32)

|I4| ≤
∥∥∥RE −RE

∥∥∥
0,E

∥∥∥ψERE
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0,E

≤
∥∥∥RE −RE
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0,E

∥∥∥RE

∥∥∥
0,E

(3.33)

将(3.30)、(3.31)、(3.32)、(3.33) 代入(3.29), 得

∥RE∥0,E ≤Ch−
1
2

E |Un
h − un|1,ωE

+ Ch
1
2
E∥RK∥0,ωE

+ Ch
1
2
E

∥∥∥∥∂un∂t − Un
h − Un−1

h

∆t

∥∥∥∥
0,ωE

+
∥∥∥RE −RE

∥∥∥
0,E
.

(3.34)

结合(3.21), 即得到结果(3.22).

�

3.4 数值算例

为了验证这一章的理论, 我们做两个数值算例来观察误差估计子的表现. 假定问题(3.1)

的定义域为Ω × [0, T ] = [0, 1; 0, 1] × [0, 1]. 对于空间Ω, 首先将其剖分成J个矩形, 然后将每个

矩形剖分成两个三角形, 从而得到对空间Ω初始剖分, 其直径为h =
√
2/J . 对于时间项, 取步

长∆t = 1/N , N = J2, 从而tn = n∆t (n = 0, 1, 2, · · · , N). 我们观察以下两个例子：

例1: a(x) = 1 + sinπx1 + sinπx2 + e2x1 + e2x2 , u(x, t) = x1x2(1− x1)(1− x2)e
t.

例2: a(x) = 1 + x1 + x2 + x21 + x22, u(x, t) = sin(πx1)sin(πx2)e
x1+x2+t.
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第3章 抛物方程有限体积元算法的后验误差估计

用Eglobal来表示全局误差, 用ηglobal来表示全局后验误差估计子, 定义如下

Eglobal =
( N∑

k=1

∥uk − Uk
h∥21
) 1

2

, ηglobal =

( N∑
n=1

((
ηn
)2

+ ∥Un
h − Un−1

h ∥21
)) 1

2

.

同时我们也计算了全局后验误差估计子与全局误差的比率R, R = ηglobal
/
Eglobal. 在表中也给出

了H1-模的收敛阶和计算机的工作时间.

表3.1：当tN = 1 时, 例1 中Eglobal 与ηglobal 的关系.

h ∥uN − UN
h ∥1 收敛阶 Eglobal ηglobal R 工作时间(s)

1/22 0.1603 - 0.4350 19.5469 44.9380 0.2340

1/23 0.0821 0.9653 0.4351 20.4899 47.0928 0.3276

1/24 0.0413 0.9912 0.4351 20.9317 48.1081 1.9656

1/25 0.0207 0.9965 0.4351 21.1501 48.6104 234.1107

1/26 0.0103 1.0070 0.4351 21.2586 48.8600 4.0637e+04

表3.2：当tN = 1 时, 例2 中Eglobal 与ηglobal 的关系.

h ∥uN − UN
h ∥1 收敛阶 Eglobal ηglobal R 工作时间(s)

1/22 7.7555 - 21.0509 347.8023 16.5219 0.2496

1/23 3.9815 0.9619 21.1118 379.0257 17.9533 0.3120

1/24 2.0027 0.9914 21.1117 389.6060 18.4545 2.6052

1/25 1.0028 0.9979 21.1106 393.7090 18.6498 384.9481

1/26 0.5016 0.9994 21.1102 395.4580 18.7330 4.1616e+04

从表1、表2中, 可以发现有限体积元解与真解之间的误差的H1−模是一阶收敛的, 这与引

理3.2 所述相同. 通过观察, 可得整体后验误差估计子可以预测出真实误差的大小. 事实上随着

剖分直径h趋向于0, 整体后验误差估计子与整体误差的比率R趋向于某个常数. 这意味着整体

后验误差估计和真实的整体误差有相同的收敛性.

后验误差估计是自适应网格剖分的必备前提, 自适应网格剖分的思想为在误差大的单元加

细网格, 以实现减小误差并缩短工作时间的目的. 如何利用这一章所述的后验误差估计的理论

来实现自适应网格剖分将是我们日后工作的重点.
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[1] A. Lasis, E. Süli, hp-version discontinuous Galerkin finite element method for semilinear

parabolic problems, SIAM J. Numer. Anal., 45(2007) 1544-1569.

[2] C. Bi, V. Ginting, Two-grid finite volume element method for linear and nonlinear elliptic

problems. Numer. Math. 108(2007) 177-198.

[3] C. Bi, V. Ginting, A residual-type a posteriori error estimate finite volume element method

for a quasi-linear elliptic problem, Numer. Math., 114(2009) 107-132.

[4] C. Carstensen, R. Lazarov, S. Tomov, Explicit and averaging a posteriori error estimates

for adaptive finite volume methods. SIAM J. Numer. Anal., 42(2005) 2496-2521.

[5] C. Chen, M. Yang, C. Bi, Two-grid methods for finite volume element approximations of

nonlinear parabolic equations, J. Comput. Appl. Math., 228(2009) 123–132.

[6] C. Chen, W. Liu, Two-grid finite volume element methods for semilinear parabolic prob-

lems, Appl. Numer. Math., 60(2010) 10–18.

[7] C. G. Broyden, The convergence of single-rank quasi-Newton method, Mathematics of

Computation, 110(1970) 365–382.

[8] C. N. Dawson, M. F. Wheeler, C. S Woodward, A two-grid finite difference scheme for

nonlinear parabolic equations, SIAM J. Numer. Anal., 35(1998) 435–452.

[9] C. N. Dawson, M. F. Wheeler, two-grid methods for mixed finite element approximations

of nonlinear parabolic equations, Contemp. Math., 180(1994) 191–203.

[10] F. Gao, Y. Yuan, The characteristic finite volume element method for the nonlinear

convection-dominated diffusion problem, Comput. Math. Appl. 56(1)(2008) 71–81.

[11] H. Rui, Symmetric modified finite volume element methods for self-adjoint elliptic and

parabolic problems, J. Comput. Appl. Math., 146(2002) 373-386.
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