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一类二阶常微分方程初值问题的无穷多解性
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　　［摘　要］应用分离变量法，得到 了 一 类 二 阶 微 分 方 程 初 值 问 题 存 在 无 穷 多 个 非 负 解 的 充 分 必 要 条 件，

并给出了所有的无穷多个非负解．
［关键词］二阶非线性微分方程；初值问题；无穷多解
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本文应用分离变量法，得到了一类二阶非线性微分方程初值问题

ｕ″（ｔ）＝ｆ（ｕ（ｔ）），　ｔ＞０，　ｕ（０）＝ｕ′（０）＝０ （１）
的所有无穷多个非负解．

该问题是二阶非线性微分方程的基本问题，见文献［１－３］．
本文的结果是：

定理１．１　设ｆ满足

（ｆ１）　ｆ∈Ｃ［０，∞），　ｆ（０）＝０，　ｆ（ｓ）＞０，　ｓ＞０，
则问题（１）存在无穷多个非负解的充分必要条件是ｆ满足

∫
１

０

ｄｓ
Ｆ（ｓ槡 ）

＜∞， （２）

其中Ｆ（ｓ）＝∫
ｓ

０
ｆ（τ）ｄτ，ｓ≥０．

注１　问题 （２）的解属于Ｃ２［０，∞）．
注２　这时出现了微分方程界非常有名的现象：在平凡解和正解围成的区域中任取一点，都有问

题（１）的解经过该点，即解充满了该区域．

１　定理的证明

证　明显地，ｕ≡０是平凡解．
充分性．先求解正解（即当ｔ＞０时，ｕ（ｔ）＞０）．由ｕ′的单调递增性，结合ｕ′（０）＝０可知，问题（１）

的解都是单调递增的．我们先证正解ｕ在［０，∞）是严格单调递增的．反证法．若存在ｔ２＞ｔ１＞０使得

ｕ（ｔ１）＝ｕ（ｔ２），则ｕ（ｔ）≡ｕ（ｔ１）＞０，ｔ∈［ｔ１，ｔ２］．由（ｆ１）可知，此时，ｕ在［ｔ１，ｔ２］不满足方程．矛盾．因

此，正解ｕ在［０，∞）是严格单调递增的．方程两边同乘ｕ′，并积分，得到

（ｕ′（ｔ））２＝２Ｆ（ｕ（ｔ）），　ｔ≥０．
应用分离变量法，两边从０到ｔ积分，可得



∫
ｕ（ｔ）

０

ｄｖ
Ｆ（ｖ槡 ） 槡＝ ２ｔ，　ｔ＞０． （３）

因此

ｕ（ｔ）＝φ（槡２ｔ），　ｔ＞０． （４）

这里，φ表示

Γ（τ）＝∫
τ

０

ｄｖ
Ｆ（ｖ槡 ）

，　τ≥０ （５）

的反函数．
再求非负解．对任意的ｃ＞０，设非负解ｕｃ 满足

ｕｃ（ｔ）≡０，　ｔ∈［０，ｃ］；　ｕｃ（ｔ）＞０，　ｔ＞ｃ；　ｕ′ｃ（ｔ）≡０，　ｔ∈［０，ｃ］，

同样可以证明，ｕｃ 在［ｃ，∞）是严格单调递增的．方程两边同乘以ｕ′ｃ，并从ｃ到ｔ积分，得到

（ｕ′ｃ（ｔ））２＝２Ｆ（ｕｃ（ｔ）），　ｔ≥ｃ．
应用分离变量法，并从ｃ到ｔ积分，得到

∫
ｕｃ（ｔ）

０

ｄｖ
Ｆ（ｖ槡 ） 槡＝ ２（ｔ－ｃ），　ｔ≥ｃ． （６）

因此

ｕｃ（ｔ）＝φ（槡２（ｔ－ｃ）），　ｔ≥ｃ． （７）

即非负解是

ｕｃ（ｔ）＝
０， ０≤ｔ≤ｃ，

φ（槡２（ｔ－ｃ）），ｔ≥ｃ
烅
烄

烆 ．

必要性．反证　若∫
１

０

ｄｓ
Ｆ（ｓ槡 ）

＝∞．既然问题（１）的解在［０，∞）是单调递增的，设ｕ１ 是问题（１）的任

一非平凡解，即存在ｔ１≥０，使得

ｕ１（ｔ）≡０，　ｔ∈［０，ｔ１］；　ｕ１（ｔ）＞０，　ｔ＞ｔ１；　ｕ′ｃ（ｔ）≡０，　ｔ∈［０，ｔ１］．
同样，可以证明，ｕ１ 在［ｔ１，∞）是严格单调递增的．方程两边同乘以ｕ１′，并从ｔ１ 到ｔ积分，得到

（ｕ′１（ｔ））２＝２Ｆ（ｕ１（ｔ）），　ｔ≥ｔ１．
应用分离变量法，方程两边从ｔ１＋ε到ｔ积分，得到

∫
ｕ１（ｔ）

ｕ１（ｔ１＋ε）

ｄｖ
Ｆ（ｖ槡 ） 槡＝ ２（ｔ－ｔ１－ε），　ｔ≥ｔ１＋ε． （８）

令ε→０，得到

∫
ｕ１（ｔ）

０

ｄｖ
Ｆ（ｖ槡 ） 槡＝ ２ｔ＜∞，　ｔ＞ｔ１． （９）

与假设矛盾．因此，∫
１

０

ｄｓ
Ｆ（ｓ槡 ）

＜∞．

２　几个基本例子

例１　问题（１）中，ｆ（ｕ）＝ｕｑ，ｕ≥０，０＜ｑ＜１．此时，

Ｆ（ｕ）＝ｕ
１＋ｑ

１＋ｑ
；　Γ（τ）＝２　１＋槡 ｑ

１－ｑτ
（１－ｑ）／２，　τ≥０；　φ（ｘ）＝

（１－ｑ）２
２（１＋ｑ（ ））１／（１－ｑ）

ｘ２／（１－ｑ），　ｘ≥０．

问题（１）的全部解是：平凡解ｕ≡０，正解

ｕ（ｔ）＝
（１－ｑ）２
２（１＋ｑ（ ））１／（１－ｑ）

ｔ２／（１－ｑ），　ｔ≥０

和非负解（对任意的ｃ＞０）
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ｕｃ（ｔ）＝
０， ０≤ｔ≤ｃ，

（１－ｑ）２
２（１＋ｑ（ ））１／（１－ｑ）

（ｔ－ｃ）２／（１－ｑ），ｔ≥ｃ
烅
烄

烆
．

此外，还可以应用待定常数法求例１的正解．事实上，设ｕ＝ｍｔα 是该问题的正解，其中ｍ＞０，α≥２
是待定常数．代入可得

ｍα（α－１）ｔα－２＝ｍｑｔ　ｑα．
因此

α－２＝ｑα，　ｍα（α－１）＝ｍｑ，
即

α＝ ２
１－ｑ

，　ｍ＝
（１－ｑ）２
２（１＋ｑ（ ））１／（１－ｑ）

．

这样得到了ｕ＝ｍｔα 是该问题的正解．
例２　问题（１）中，

ｆ（ｕ）＝２（ｕ＋１）（ｌｎ（ｕ＋１））２ｑ＋２ｑ（ｕ＋１）（ｌｎ（ｕ＋１））２ｑ－１，　ｕ≥０，　１２≤ｑ＜１．

此时，

Ｆ（ｕ）＝（（ｕ＋１）（ｌｎ（ｕ＋１））ｑ）２；　Γ（τ）＝（１－ｑ）－１（ｌｎ（τ＋１））１－ｑ，　τ≥０；

φ（ｘ）＝ｅ
（（１－ｑ）ｘ）１

／（１－ｑ）

－１，　ｘ≥０．
问题（１）的全部解是：平凡解ｕ≡０，正解

ｕ（ｔ）＝ｅ（（１－ｑ）槡２ｔ）
１／（１－ｑ）

－１，　ｔ≥０
和非负解（对任意的ｃ＞０）

ｕｃ（ｔ）＝
０， ０≤ｔ≤ｃ，

ｅ（（１－ｑ）槡２（ｔ－ｃ））
１／（１－ｑ）

－１，ｔ≥ｃ
烅
烄

烆 ．
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