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关于发散的ｐ－级数的一个发散速度估计

王海玲，张志军
（烟台大学 数学与信息科学学院，山东 烟台２６４００５）

摘　要　设ｐ∈（０，１），本文研究ｐ－级数∑
∞

ｎ＝１ｎ
－ｐ 的发散速度估计．通过构造适当的区间套，得到了ｌｉｍ

ｎ→∞
Ａｎ，ｐ：＝

Ｃｐ∈（ｐ，２１－ｐ－１＋ｐ），０＜Ｃｐ－Ａｎ，ｐ＜（１－ｐ）ｎ－ｐ，这里，Ａｎ，ｐ ＝ｎ１－ｐ －（１－ｐ）∑
ｋ＝ｎ

ｋ＝１ｋ
－ｐ ．进一步，应用数值积分

的梯形公式，得到了ｌｉｍｎ→∞ｎｐ　Ｃｐ－Ａｎ，（ ）ｐ ＝（１－ｐ）／２以及Ｃｐ－Ａｎ，ｐ的二次估计．所得结果改进了文（马书燮，关

于发散ｐ－级数的一个不等式［Ｊ］．大学数学，２０１３，２９（２）：１４７－１５０．）中的结果．

关键词　无穷级数；发散的ｐ－级数；发散速度估计
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Ａｂｓｔｒａｃｔ　Ｉｎ　ｔｈｉｓ　ｐａｐｅｒ　ｗｅ　ｅｓｔｉｍａｔｅ　ｔｈｅ　ｒａｔｅ　ｏｆ　ｄｉｖｅｒｇｅｎｃｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｐ－ｓｅｒｉｅｓ∑
∞

ｎ＝１ｎ
－ｐ ，ｐ∈（０，１）．Ｗｅ　ｏｂｔａｉｎ

ｔｈａｔ　ｌｉｍ
ｎ→∞
Ａｎ，ｐ：＝Ｃｐ∈（ｐ，２１－ｐ－１＋ｐ）ａｎｄ　０＜Ｃｐ－Ａｎ，ｐ＜（１－ｐ）ｎ－ｐ，ｂｙ　ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇ　ａｎ　ａｐｐｒｏｐｒｉａｔｅ　ｎｅｓｔｅｄ

ｉｎｔｅｒｖａｌｓ．Ｈｅｒｅ　Ａｎ，ｐ ＝ｎ１－ｐ－（１－ｐ）∑
ｋ＝ｎ

ｋ＝１ｋ
－ｐ ．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｔｈｅ　ｅｑｕａｌｉｔｙ　ｌｉｍｎ→∞ｎｐ　Ｃｐ－Ａｎ，（ ）ｐ ＝（１－ｐ）／２

ａｎｄ　ａ　ｓｅｃｏｎｄ　ｏｒｄｅｒ　ｅｓｔｉｍａｔｅ　ｏｆ　Ｃｐ－Ａｎ，ｐａｒｅ　ｏｂｔａｉｎｅｄ　ｂｙ　ｕｓｉｎｇ　ｔｈｅ　ｔｒａｐｅｚｏｉｄ　ｆｏｒｍｕｌａ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｉｎｔｅ－

ｇｒａｔｉｏｎ．Ｏｕｒ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｉｍｐｒｏｖｅ　ｔｈｏｓｅ　ｉｎ［２］．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ　ｉｎｆｉｎｉｔｅ　ｓｅｒｉｅｓ，ｄｉｖｅｒｇｅｎｔ　ｐ－ｓｅｒｉｅｓ，ｒａｔｅ　ｏｆ　ｄｉｖｅｒｇｅｎｃｅ

　　我们知道，调和级数∑
∞

ｎ＝１ｎ
－１ 发散速度的一个

基本估计就是［１］：

ｌｉｍ
ｎ→∞ ∑

ｎ

ｋ＝１ｋ
－１－ｌｎ（ ）ｎ ＝γ， （１）

这里，γ就是通常的欧拉常数．

最近，关于发散的ｐ－级 数，文［２］得 到 了 类 似

的如下结果：

引理１．１　设ｐ∈（０，１）．则

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ１－ｐ－（１－ｐ）∑
ｋ＝ｎ

ｋ＝１ｋ
－（ ）ｐ ＝Ｃｐ ∈ （ｐ，１）．

（２）

该结果很有意义．

为方便起见，记

Ａｎ，ｐ ＝ｎ１－ｐ－（１－ｐ）∑
ｋ＝ｎ

ｋ＝１ｋ
－ｐ ． （３）

本文的结果是：
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定理１．１　设ｐ∈（０，１）．则

（Ｉ）ｌｉｍ
ｎ→∞
Ａｎ，ｐ＝Ｃｐ∈（ｐ，２１－ｐ－１＋ｐ）；

（ＩＩ）对 任 意 的 自 然 数 ｎ，０＜Ｃｐ －Ａｎ，ｐ ＜

（１－ｐ）ｎ－ｐ；

（ＩＩＩ）对任意的自然数ｎ，

Ｃｐ－Ａｎ，ｐ

＝（１－ｐ）１２ｎ
－ｐ－１１２ｐ

（ｐ＋１）∑∞
ｋ＝ｎζ

－ｐ－２（ ）ｋ ，

这里，ζｋ∈（ｋ，ｋ＋１）；

（ＩＶ）ｌｉｍｎ→∞ｎｐ　Ｃｐ－Ａｎ，（ ）ｐ ＝
１－ｐ
２ ．

注　函数ｇ（ｘ）＝２１－ｘ－１＋ｘ在［０，１］具 有 性

质：ｇ（０）＝ｇ（１）＝１，对任意的ｘ∈（０，１），ｇ（ｘ）＜

１；ｇ在［０，ｘ０］严格单调递减，而在［ｘ０，１］严格单调

递增．这里ｘ０＝ｌｎ
（２ｌｎ２）
ｌｎ２ ∈（０，１）．

证明　令

Ｂｎ，ｐ ＝ （ｎ＋１）１－ｐ－（１－ｐ）∑
ｋ＝ｎ

ｋ＝１ｋ
－ｐ ． （４）

明显地，对任意的自然数ｎ，

Ａｎ，ｐ＜Ｂｎ，ｐ． （５）

而且，由牛顿－莱布尼兹公式可得

Ｂｎ＋１，ｐ－Ｂｎ，ｐ ＝ （ｎ＋２）１－ｐ－（ｎ＋１）１－ｐ－

（１－ｐ）（ｎ＋１）－ｐ ＝

∫
ｎ＋２

ｎ＋１
（ｘ１－ｐ）′ｄｘ－（１－ｐ）（ｎ＋１）－ｐ ＝

（１－ｐ）∫
ｎ＋２

ｎ＋１
（ｘ－ｐ－（ｎ＋１）－ｐ）ｄｘ＜０．

同理，成立

Ａｎ＋１，ｐ－Ａｎ，ｐ ＝ （ｎ＋１）１－ｐ－ｎ１－ｐ－

（１－ｐ）（ｎ＋１）－ｐ ＝

（１－ｐ）∫
ｎ＋１

ｎ
（ｘ－ｐ－（ｎ＋１）－ｐ）ｄｘ＞０，

且

Ｂｎ，ｐ－Ａｎ，ｐ ＝ （ｎ＋１）１－ｐ－ｎ１－ｐ ＝

（１－ｐ）∫
ｎ＋１

ｎ
ｘ－ｐｄｘ＜ （１－ｐ）ｎ－ｐ． （６）

因此，数列 Ａｎ，｛ ｝ｐ 严格单调递增，数列 Ｂｎ，｛ ｝ｐ

严格单调递减．且 由（５）和（６）可 知，数 列 Ａｎ，｛ ｝ｐ 和

Ｂｎ，｛ ｝ｐ 收敛到同一极限Ｃｐ．而且，Ｃｐ 满足

ｐ＝Ａ１，ｐ＜Ａ２，ｐ＜…＜Ａｎ，ｐ＜Ｃｐ＜

Ｂｎ，ｐ＜…＜Ｂ２，ｐ＜Ｂ１，ｐ＝２１－ｐ－１＋ｐ． （７）

从此，

０＜Ｃｐ－Ａｎ，ｐ＜Ｂｎ，ｐ－Ａｎ，ｐ＜（１－ｐ）ｎ－ｐ．

进一步，应用数值积分的梯形公式［３］，可得

∫
ｋ＋１

ｋ
（ｘ－ｐ－（ｎ＋１）－ｐ）ｄｘ＝

１
２ ｋ

－ｐ－（ｋ＋１）－（ ）ｐ －１１２ｐ
（ｐ＋１）ζ－ｐ－

２
ｋ ，

这里，ζｋ∈（ｋ，ｋ＋１）．

从而，成立

Ｃｐ－Ａｎ，ｐ ＝∑
∞

ｋ＝ｎ Ａｋ＋１，ｐ－Ａｋ，（ ）ｐ ＝

（１－ｐ）１２ｎ
－ｐ－１１２ｐ

（ｐ＋１）∑
∞

ｋ＝ｎζ
－ｐ－２（ ）ｋ ．

同时，注意到，当ｎ≥２时，成立

１
ｐ＋１

（ｎ＋１）－ｐ－１ ＝∫
∞

ｎ＋１
ｘ－ｐ－２ｄｘ＝

∑
∞

ｋ＝ｎ∫
ｋ＋２

ｋ＋１
ｘ－ｐ－２ｄｘ＜∑

∞

ｋ＝ｎζ
－ｐ－２
ｋ ＜

∫
∞

ｎ－１
ｘ－ｐ－２ｄｘ＝

１
ｐ＋１

（ｎ－１）－ｐ－１．

这样立即得到

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｎｐ　Ｃｐ－Ａｎ，（ ）ｐ ＝１－ｐ２ ．

证毕．
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