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摘 要 ：

一个 图 的特征值通 常指 的 是 它 的邻 接矩 阵 的特征值 ， 在 图 的所有特征值 中 ，

重数为 １ 的特征值 即 所谓 的单特征值具有特殊 的重要 性 ． 确 定
一个 图 的单特征值是

一个比较 困 难 的 问 题 ，
主要 是 没有 一个通 用 的 方法 ． １９６９ 年 ，

Ｐ ｅｔｅｒｓ ｄｏｒｆ 和 Ｓ ａｄｉｓ 给

出 了 点传递 图单特征值 的取值 范 围
， 但是 对于具体 的 点传递 图还 需要根据 图本身 的

特性 来确 定 它 的单特征值 ． 给 出
一

类 正则 二部 图
，
它 们 是 二面体群 的 凯莱 图

，
这类

图 的单特征值 中 除 了 它 的正 、 负 度 数之 外还有 ０ 或者 ± １
， 而 它 们 恰好是 Ｐ ｅｔｅｒｓ ｄｏｒｆ

和 Ｓａｄｉｓ 所给 出 的单特征值范 围 内 的 中 间取值 ．

关键词 ：
二部 图

；
凯莱 图

；
特征值

１ 引言

在图论中 ， 图的特征值和特征向量通常指的是其邻接矩阵的特征值和特征向量． 图的谱

指的是图的特征值和它们的重数． 图的谱是图的
一

个重要的代数不变量 ，
它反映出图的许多

重要的组合性质 ． 关于图谱的相关介绍 ， 请参考文献
［

１
］ 和 ［

２
］

． 到 目前为止 ， 仅少数图的特征值

被计算出来 ． 完全图 ，
半正则二部图 ， 循环图 ，

路等最基本的图的谱最早被算出 Ｐ １

． 专著
［

４
］ 的

附录中
一一列举了含有七个顶点的所有连通简单图

（

８５３ 个
）
的特征值 ． 与化学密切相关的图

类中 ， 有 Ｗ 个六角形的六角形直链的特征值为士 １ 和 ｜ （
± ｌ±

ｙ

／

９＋８ ｃ〇Ｓ
］ Ｔ^ ）

， Ｊ
＝

１
， ，

州３
］

．

最近二十几年来 ， 也有
一

些特殊图的谱被计算 出来 ，
例如 Ｄ ｅＢ ｒｕ ｉ

ｊ
ｎ 图和 Ｋａｕｔｚ 图 Ｐ Ｉ

，
Ｋｎｏ ｄｅ ｌ

图 ｗ
， 正则与半正则多面体 卜

６
１

， 旋转度为零的环面六角系统 ｍ 等等 ．

在
一

个图的所有特征值中 ，
重数为 １ 的特征值被称为单特征值 ． 这种单特征值往往表达

出图的某些特殊性质 ，
因此研究图的单特征值具有

一

定的意义． 众所周知 ， 连通 ｆｃ － 正则图 （即

任意点的度是 ｆｃ
）
的任

一

特征值 Ａ 满足
｜

Ａ
｜ｇ

ｆｃ
，
而且 ｆｃ 是单特征值 ． 相似的 ， 连通 ｆｃ － 正则二

部图的任
一

特征值 Ｍ 满足 ＨＳｆｃ， 而且 ｆｃ 和 － ｆｃ 都是单特征值． 因此 ， 正则二部图的单特征

值至少是两个． 关于二部图特征值的研究也有不少工作 ， 请参考文献 ［

８
－

１ １
］

． 特别地 ，

Ｍｏｈａｒ

在 Ｈ 中研究了二部图的
“

中间
”

特征值 ， 给出 了
一

个范围 ．

如果
一

个图的 自 同构群在图的顶点集合上作用传递 ， 则称这个图是
一

个点传递图 ． 点传

递图是
一

类正则 图 ． 那么 ，

一

个点传递二部图除了它的正 、 负度数之外还有没有单特征值？
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或者说 ， 如何确定
一

个点传递二部图除去它的正 、 负度数之外的单特征值 ？ 在文献 ［

１ ２
］
中 ，

Ｐ ｅｔｅ ｒｓｄｏｒｆ 和 Ｓ ａｄｉｓ 给出 了点传递图单特征值的范围 ， 但是对于具体的点传递图还需要根据

图本身的特性来确定它的单特征值． 在文献 ［

１ ３
］
中 ， 作者特别考虑了

Ｐ ｅｔｅ ｒｓｄｏｒｆ和 Ｓ ａｄｉｓ 的理

论在凯莱图上的表现 ，
而在文章文献 ［

１ ４
］ 中作者给出 了两类恰好具有两个单特征值的循环图 ，

证明 了对于 Ｐｅｔｅ ｒｓｄｏｒｆ 和 Ｓ ａｄｉｓ 给出的点传递图单特征值范围 内的取值 ， 都有相应的循环图

以这个值为单特征值． 本文中 ， 我们给出 了恰好具有 ３ 个
（ ｛

ｆｃ
，

－ｆｃ
，

０
｝ ）
或者 ４ 个

（ ｛
ｆｃ

，

－ｆｃ
，

± １

｝ ）

单特征值的
一

类二部图 ， 这里 ｆｃ 是图的度数 ， 这类图是二面体群的凯莱图 ． 特别地 ，

〇 或者 ± １

恰好是 Ｐ ｅｔｅ ｒｓｄｏｒｆ 和 Ｓａｄｉｓ 所给出的单特征值范围内的中间取值 ．

２ 预备知识

定义 ２ ． １
（右循环矩阵 ）

只 ＝

（
ｒｓ

ｔ ）
？ｘ ？ 是

一

个 ｎｘｎ 矩阵 ， 如果 Ｅ 的第 Ｓ 行是 Ｅ 的第
一

行

向右平移 ｓ
－

１ 步得到的 ， 那么称 是右循环矩阵 ． 也就是说 ， 中的元素满足 ｒ ｓ
ｔ

＝

其中 ， 下标属于 ｛
１

，
２

，

…

，
ｎ
｝ 且模 ｎ 运算 ．

定义 ２ ．２
（左循环矩阵）

Ｌ
＝

（
Ｚ ｓ

ｔ ）
？ ｘ ？ 是

一

个 ｎｘｎ 矩阵 ， 如果 Ｌ 的第 Ｓ 行是 Ｌ 的第
一

行

向左平移 ｓ
＿ｉ 步得到的 ， 那么称 Ｌ 是左循环矩阵 ． 也就是说 ，

Ｌ 中的元素满足 Ｕ

其中
， 下标是模 ｎ 运算并且属于 ｛

１
，

２
， ， 

ｎ
｝

．

为了在以后的叙述中更加方便 ， 我们用
［

ｒ １ ；
ｒ２ ，

． ． ．

，？仏 表示右循环矩阵 ， 其中 ，
ｒｖ？ ，

ｌｇ

ｍｇｎ 是该矩阵的第
一

行元素 ， 用 心 ，

Ｚ ２
， ， ｙ 

ｉ 表示左循环矩阵 ， 其中 ， ‘ ，

１ｇｍｇｎ 是该

矩阵的第
一

行元素 ．

注 １
） 从定义可以看出 ， 左循环矩阵是对称矩阵 ；

２
）
在图论中 ， 循环矩阵通常指的是右循环矩阵 ． 在本文中 ， 为区分这两种平移方式得到

的矩阵 ， 我们分别定义了左循环矩阵和右循环矩阵 ． 然而 ， 这两种循环矩阵之间也有
一

定的联

系 ．

弓 丨
理 ２ ． ３＾ １ 令 Ｌ 是左循环矩阵 ， 那么 ，

Ｌ
２

是右循环矩阵而且也是对称矩阵 ．

引理 ２ ． ４ 令 Ｌ＝人
］
Ｌ 和 Ｅ＝

［

ｒ １ ；
ｒ ２ ，

． ． ．

 ，
ｒ

？

山 分别是
一

个 ｎ－ 级左循环矩阵

和
一

个 ｎ－ 级右循环矩阵且 Ｅ 
＝

Ｌ
２

． 则
７１  Ｓ７１

？

＂

ｓ
＝

＇

ｙ＾十
〉 ：

＾
ｋ

＾
ｋ ｎ

＼

ｓ

 ｌ ｊ 
１＾Ｓ＾Ｕ．

ｊ
＝ ｌｋ＝ｎ ｓ

＼

ｌ

证明 因为 只 二 广 所以 卜＆
…

＾幻
二 仏九

… 人＾ 由矩阵乘法容易得到结论．

引理 ２ ． ５ ［

１ ３
］ 令 Ｌ ＝Ｈ ． ． 丄 ］

１ 是左循环矩阵 ，

Ｌ
２

＝

 ［
ｎ

，

ｒ ２
，

． ． ．

，

ｒｎＵ ， 那么

± ｒ ｋ
＝

（± ｉ
ｍｆ ．

ｋ＝ ｌｍ＝ ｌ

定义 ２ ． ６ 假定 Ｇ 是有限群 ，

Ｓ
＊

是 Ｇ 的子集 ． 如果 Ｓ
＊

中不含单位元，
逆封闭 ， 并且可以生

成 Ｇ
 ， 则称 ５

＊

是 Ｇ 的
一

个凯莱子集 ． 如果
一

个图的顶点集合为 Ｇ
，
两个顶点 ｓ 和 ｈ 相邻当

且仅当 ｉＴ
１

／
！ Ｇ５

＊

， 则称这个图为 Ｇ 相应于凯莱子集 ５
＊

的
一

个凯莱图 ，
记作 Ｃａｙ （

Ｇ
，

Ｓ
〇

．

众所周知 ， 右循环矩阵的特征值可以用其第
一

行元素表示出来 ． 下面两个引理请参考文

献
［

１
］

．
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弓 丨
理 ２ ． ７ Ｗ 令 Ｅ＝［

ｒ ０ ， ｎ ，

． ． ．

， ？ 心 为
一

个右循环矩阵 ， 那么 Ｅ 的 ｎ 个特征值为

Ａ
ｔ

＝

ｒ〇 十 ＾奶＋ ｒ ２ ｔｉ７

ｔ

２

Ｈ


ｈ ｒ？ 坪 ？

１

， 其中 奶 ＝
ｅ＃

， 
０ｇｇ

ｗ
－

１
， 其中

ｉ

２
＝－

１ ．

引理 ２ ． ８Ｗ 令 ｒ 为连通 ｆｃ 度点传递图 ，

Ａ 是 ｒ 的单特征值 ． 如果 ｒ 有奇数个顶点 ， 那么

Ａ＝ｆｃ
；
如果 ｒ 有偶数个顶点 ， 那么 Ａ ＝２ａ

－ ｆｃ
， 其中 ａ 是满足 ０ｓｆｃ 的某个值．

由 引理 ２ ． ８ 可以看出 ， 点传递图的单特征值问题主要是针对偶数个点的点传递图 ． 二面

体群的凯莱图是具有偶数个点的点传递图 ， 下文中我们将给出 由二面体群构造出 的
一

类二部

图 ， 并研究其单特征值 ．

３ 凯莱二部图的单特征值

令＝

｛
６＞

，

ｔ
｜

６＞

？
＝ｔ

２
＝＝

６＞

丨

｝ 是阶为的二面体群 ，

５
＊

＝

是 队 的凯莱子集 ，

５
＊

中有 ｆｃ 个元素 ， 易知凯莱图 ０呀 （

１３
？ ，

５
〇 是

一

个二部图 ． 在文献
［

１ ３
］
中

给出 了这类图的邻接矩阵为

这里 Ｂ＝ ［

６
ＱＡ ，

． ． ．

，

６
？ 七 是左循环 ｛

０
，
１
｝
－ 矩阵

（即元素都是 ０ 或者 １ 的矩阵
）

， 其中
ｎ １

ｂ
＝１ 当且仅当 ｔ扣

１

Ｇ 义 因此
，

＝ 乙 心 而且 由引理 ２ ．５ 知 Ｂ ２

是右循环矩阵 ． 记
ｔ
＝ ｏ

ｎ  １

Ｂ ２
＝

［

ｃＱ ，
Ｃ ｌ ，

． ． ．那么 Ｅｃｔ
＝ｆｃ

２
． 因为 Ｂ ２

是右循环矩阵 ， 所以根据引理 ２ ． ７ 可知 Ｂ ２

ｔ
＝ ０

的特征值为
Ｏ

？

 １２ｔ ７Ｔ
 ｉ

内
＝

ｃ〇十十ｃ２ ｔ！７
ｔＨ


ｈｃ ｎ １ ｚｕ
ｔ ＾

Ｕ７
ｔ
＝＝〇

，
！

，

■ ■ ■

，
ｎ － ｌ ．

而且由 于 Ｂ
２

是对称矩阵可知 Ｃ
ｔ

＝

ｃ？
ｔ ， 再 由简单计算可以看出 ％ ｔ


＝因此可得到

Ｍ ｔ
＝这样 ，

炉 的所有可能的单特征值是 ＝

Ｅｇ
＝和当 《 为偶数时的

＝

Ｑ］
—

Ｃｌ十Ｃ ２
—．．  ．—

ｃ ｎ １
．

在文献
［

１ ３
］
中 ， 作者 已经讨论过这类矩阵的单特征值 ， 证明了

Ａ 的单特征值必定是 Ｂ 或

者 －Ｂ 的单特征值 ，
而且 Ｂ 或者 －Ｂ 的单特征值是 由 Ｂ

２

的单特征值幵方得到 ，
但是反之不

一

定成立．

引理 ３
．
１

［

１ ３
１ 令 分别为上面所描述的二面体群 ， 其凯莱子集和邻接矩阵 ． 则

当 ｎ 是奇数时 ，

Ａ 恰好有两个单特征值 ｆｃ 和 －ｆｃ
；
当 ｎ 是偶数时 ，

它除去 ± ｆｃ 外至多有两个单

特征值 ， 也就是

士
Ｖ
＾ｏ

－

Ｃ １十ｃ２
－

ｃ３ Ｈ
 

ｃ？ ｉ

如果我们把它写成 ２ａ
－

ｆｃ 的形式 ， 那么

ｆｃ 士ａ／ ｃ〇
—

Ｃｌ＋Ｃ ２
—

Ｃ３＋
＇ ＇ ＇—

Ｃ？ ｌ

ａ

２
＇

这个结论虽然给出 了
Ａ 的可能存在的单特征值 ， 但是没有

一

般的方法可以确定这个值

的确是 Ａ 的单特征值，
这要依赖于矩阵 Ｂ ． 现在我们考虑 的

一

类特殊的凯莱图 ， 即令

５
＊

＝

｛
Ｗ

，

Ｗ＋ １

，
Ｗ＋ ２

，

． ． ．

 ，则有下面的引理
３ ． ２ ．
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弓 丨
理 ３ ． ２ 令队 ＝ 悦叫 俨 ＝ Ｐ

＝
１

，
Ｔ扣 ＝

１ 是阶为 ２ｎ 的二面体群 ，

Ｓ
＝

｛Ｔ ｅ
ｊ

，
Ｔ ６

ｊ ＋ １

，
Ｔｅ

ｊ＋ ２

，

－ － －

，
Ｔ ０

ｊ＋ ｋ １

｝ ，
＝

｛ｒ ，
ｒ６？

，
ｒ ６？

２

，

－ － －

，
Ｔ ０

ｋ １

｝ ，

其中 的方幂模 ｎ 运算 ． 则 Ｃａｙ （

Ｉ３
？ ，

Ｓ
〇 同构于 Ｃａｙｐｍ ＊％

）

．

证明 定义 ／： 队 — 队 ， 使得 ／ （￥
＝／ （

ｔ
）
＝

ｔ扣 并且将其扩充为 队 的
一

个群 自 同

构 ． 因此
， ／

（
ｔＦ

）

＝

／
（

ＭＷ
）

， 从而／
（
＆

）

＝
５

＊

并且／是
Ｃａｙｐｍ

Ｓ
ｂ

）
到Ｃａｙｐ＾

Ｓ
＊

）
的
一

个同

构 ．

由 引理 ３ ．２
， 凯莱图 Ｃａｙｐｍ Ｓ

＊

） 和 Ｃａｙｐ＾
Ｓ

＊

。
） 具有相 同的特征值 ． 凯莱图 Ｃａｙｐ＾ Ｓ

ｂ ）

的邻接矩阵为

这里 Ｂ
＝

［

１
，

１
， ，

１
，

０
， ，

ＯＲ 是左循环矩阵 ， 其第
一

行元素具有 ｆｃ － 个连续的 １
， 其它元素

都为 〇 ． 根据引理 ３ ． １
， 我们只需要在 ｎ 是偶数的前提下从 Ｂ ２

的单特征值 出发确定 Ａ 是否有

单特征值 ．

定理 ３
．
３ 令 Ｂ＝

 ［

１
，

１
， ，

１
，

０
， 是 ｎ－ 阶左循环矩阵 ， 其第

一

行元素具有 ｆｃ － 个连

续的 １
， 其它元素都为 〇 ． 则当 ｎ 是偶数时 ， 对于右循环 ｎ－ 阶对称矩阵 Ｂ

２
＝

［

ＣＱ ， 
Ｃ １ ，

…

，
ｃｎ

］

有以下结论成立．

１
）ｃ〇

＝ｋ
＾
ｃ＼

＝ｋ—Ｉ
，

－ － －

 ，
＝１

，
＝０

，ｕ
—

ｃｎ ＆＋ ｉ
＝１

，
ｃ ｎ ＆＋ ２

＝

２
， ， 

ｃ ？ ｉ
＝ｆｃ—１ ．

２
）Ｂ

２

的特征值＝
ｆｃ 十２

￣

２^
ｊ
＝ ｉ （

ｋ—
ｊ

） 
ｃｏｓｔ

＝
０

，

１
，

■ ■ ■

，
ｎ
—

 １ ．

３
）

丄 ｆ
１

，
如果 ｆｃ 是奇数，

Ｍ ｔ

＝
Ｃ０
＿

Ｃｌ＋Ｃ２１
＝

ｔ
〇

， 如果 ｆｃ 是偶数．

（
３

）

证明 由 引理２ ．４Ｃｓ
＝

Ｅｆｒ
１

＆Ａ
．

＋ Ｓ十？＋ ｓ
， 
１ｓｓｎ ， 这里６ 〇

＝ ． ． ． ＝

；

ｔ

＝

１
，

６
５

．＝
０

，

ｆｃ
ｇ ｊｇｔｃ

－

１ ． 通过计算可以得到ｃ〇
＝

ｆｃ
， ＾ 

＝

，
ｃ ｆｔ ；

［

＝

ｌ
，
ｃ

ｔ

＝

０
，

ｆｃ
ｇ

ｔ ＾Ｔｌ 
—Ｃ －

ｎ ｋ＋ ｌ
＝

１
）
ｃｎ ｆｃ＋ ２

＝
２

，

？ ？ ？

 ， 
Ｃ ｎ ＼

＝ｋ— １ ．

由 于＿Ｂ
２

的特征值为 内
＝

ｃ〇十 
ｃｉ ｎｊ

ｔ
十十…十 

ｃ？ ｉ ｎｊ Ｊ

１ｉ

，

ｎ７
ｔ

＝

ｅ＝—

１
，

将上述 勺 ，

０ｇｊｇｎ
－

１ 的值代入可得到

， 、２ｔｎ，

，
，

， 、 、２
（

ｋ— ２
）
ｔｎ，

，
，

， 、 、２
（

ｋ—ｌ
）
ｔｎ

Ａｔ

＝

ｆｃ 十２
（

ｆｃ— １
）
ｃ ｏｓ


ｈ
． ． ． 十２

（

ｆｃ—
（
ｆｃ— ２

） ） 
ｃｏｓ


ｈ ２
（

ｆｃ—
（
ｋ
—

 １
） ） 

ｃｏｓ


．

ｎｎｎ

特别地 ， 当 ｉ 
＝

ｆ 时可以得到
＝

１ 或者 〇 分别对应于 ｆｃ 是奇数或者偶数 ．

根据定理 ３ ．３ 可知 ， 当 ｎ 是偶数时本节给 出的二部凯莱图 ０呀 （

１３
？ ，

５
〇 最多有 ４ 个单特

征值 ， 即 当 ｆｃ 是奇数单特征值为 ｆｃ
， 

－Ｍ ，

－

１
，
此时相应于引理 ２ ．８ 中的 ａ

＝

号
ｉ 和 ａ

＝

而当 ｆｃ 是偶数单特征值为 ｆｃ
，

－ｆｃ
，

〇
，
此时相应于引理 ２ ． ８ 中的 ａ

＝

ｆ
． 现在的问题是 有

没有可能和 ￥〇 ， ｆ 中的某个值相等 ，
这种情况下 不再是单特征值． 下面我们给出

２ｇｆｃｇ９ 时 ５
〇 恰好具有 ３ 个或者 ４ 个单特征值的充分必要条件．

例
３

．
１根据定理

３ ． ３
，

＝
ｆｃ十２

Ｅｇ 
（

知＿
Ｊ ）

ｃ ｏｓ ｉ 
＝

〇
， 
１

， ，
ｎ
－

１ ．



５期王 燕 ， 等 ： 二部图的单特征值３ １ ３

１
） 当

ｆｃ＝２
时 ，

＝
２ 十 ２ｃｏｓ此时＝

０ ． 计算 内
＝

０
可以得到ｉ 

＝（
２ｍ＋ １

）

ｒａ

，

ｍ ＧＺ ．

但是 由 于 〇Ｓｔｇｎ
－

１ 等式 ｉ
＝ （

２ｍ＋ １
）

ｒａ

成立仅当 ｍ
＝
０

，
ｉ
＝

ｆ ， 这说明 ０ 的确是 Ａ
 （
或者

０呀 （

１３
？ ，

５
〇 ） 的单特征根．

２
） 当 ｆｃ＝３ 时 ，

＝３ 十 ４ ｃｏｓ￥ 十 ２ ｃｏｓ 誓． 此时 々
＝

１ ． 计算 内
＝

１ 可以得到

ｔ
＝（

２ＴＯ＋ １
）

ｒａ

，
ｍｅｚ ． 但是 由 于 ０ＳＳｎ

－

１ 等式 ｉ
＝ 成立仅当 ｍ

＝
０

，
ｉ 
＝

ｆ 或者

ｍ
＝
ｌ

，
ｉ
＝

苧 ， 这说明当 ｎ 不能被 ４ 整除时 １ 和 －

１ 的确是 Ａ
（
或者 Ｃａｙｐ＾ Ｓ

＊

） ）
的单特征

根．

３
） 类似于 ｆｃ＝２

， 
３ 时的情形 ， 当 ｆｃ＝４ 时 ＃

＝
０ 是 Ａ

 （或者 ０吵 （
１ ３？

，
５
〇 ） 的单特征根当

且仅当 ｎ 不能被 ４ 整除
； 当 ｆｃ＝５

，

７ 时 ＝
± １ 是 Ａ

（
或者 Ｃａｙｐ＾

Ｓ
＊

） ） 的单特征根当且仅

当 ｎ 不能被 ３
，

４ 整除 ； 当 ｆｃ＝６
， 
８ 时 ＝

０ 是 Ａ
 （或者 Ｃａｙｐｍ

５
〇 ） 的单特征根当且仅当 ｎ

不能被 ３
，

４ 整除
；
当 ｆｃ＝９ 时 ＝± １ 是 Ａ

 （
或者 Ｃａｙｐ＾

Ｓ
＊

） ）
的单特征根当且仅当 ｎ 不能

被 ３
，
４

，
５ 整除 ．

从例 ３ ． １ 可以看 出 ，
只要当 以 ０

，

ｆ 时 ， 则 ＝
０

， 或者 ± １ 即为 Ｃａｙｐ＾ Ｓ
＊

） 的

单特征值 ． 考虑到 必定存在足够大的素数 ｐ ’

ｎ
＝２

ｐ 使得当 以 ０
’

ｆ

时 ＃
０

，
± １ ． 由此 ， 我们给出下面的猜想 ．

猜想 ３ ． １ 令 １３？
＝

｛
０

， 叫 俨 ＝ Ｐ
＝

１
，
ｔ扣 ＝

丨

｝ 是阶为 ２ｎ 的二面体群 ，

５ ＝

｛
ｒ

，
ｒ ６？

，
ｒ ６？

２

，

－ － －

，
Ｔ 〇

ｋ ｌ

｝ ，

ｋ ＞２
，

这里 ０ 的方幂模 ｎ 运算 ． 则当 ｎ
＝

２Ｐ ， ｐ 为充分大的素数时 ，
凯莱图 ０呀 （

１３？
，

５
〇 恰好有 ３ 个

或者 ４ 个单特征值 ， 即 当 ｆｃ 是奇数时为 ｆｃ
，

－ ｆｃ
， 
１

，

－

１
， 当 ｆｃ 是偶数时为 ｆｃ

，

－ ｆｃ
， 
０ ．

参考文献

［

１
］ＢｉｇｇｓＮ ．Ａ

ｌｇｅｂｒａ ｉｃＧｒａｐｈＴｈｅｏ ｒｙ［
Ｍ

］

．Ｃａｍｂｒ ｉｄｇｅ ：Ｃ ａｍｂ ｒｉｄｇｅＵｎ ｉｖｅｒ ｓ ｉｔｙＰｒｅｓ ｓ
，１ ９７ ４ ．

［

２
］Ｇｏｄｓ ｉ

ｌＣ
，Ｒｏｙ ｌ

ｅＧ ． Ａｌｇｅｂｒａｉ ｃＧｒａｐ ｈＴｈｅｏ ｒｙ ［
Ｍ

］

．Ｂｅｒ
ｌ
ｉｎ ：Ｓｐｒ ｉｎｇｅｒ ，

２０ ０ １ ．

［

３
］Ｃ

ｖｅｔｋｏｄｃＤ
，ＤｏｏｂＭ

，Ｓ
ａｃ ｈｓ Ｈ ． Ｓｐｅｃｔ ｒａｏ ｆＧｒａｐｈ

－ Ｔｈｅｏ ｒｙ 
ａｎｄＡｐｐ ｌ

ｉｃ ａｔ ｉｏｎｓ
 ［

Ｍ
］

．Ｎｅｗ
Ｙｏｒｋ ：Ａｃａｄｅｍ ｉｃ

Ｐｒｅｓｓ
，１ ９ ８０ ．

［

４
］ＤｏｏｂＭ

，

ＧｕｔｍａｎＩ
，

Ｃｖｅｔｋｏｖ ｉｃＤ
，

ＴｏｒｇａｓｅｖＡ ．Ｒｅｃｅ ｎｔ ｒｅｓｕ ｌｔｓ ｉｎｔｈｅ
ｇｒａｐｈｏｆ ｓｐｅｃｔ ｒａ［

Ｍ
］

． Ａｍｓ ｔｅ ｒ？

ｄａｍ ：Ｎｏｒ ｔｈＨｏ
ｌ ｌ
ａｎｄ

，１ ９８ ８ ．

［

５
］Ｄｅ

ｌ
ｏ ｒｍｅＣ

，Ｔ ｉ
ｌ ｌ

ｉ ｃｈＪＰ ．Ｔｈｅｓｐ ｅｃｔｒｕ ｍｏｆｄ ｅＢｒｕ ｉ
ｊ
ｎａｎｄＫａｕｔ ｚ

ｇｒａｐｈｓＥｕｒｏｐ［
Ｊ

］

．ＪＣｏｍｂｉｎ
， １ ９９ ８

，

１ ９ ：３０ ７－ ３ １ ９ ．

［

６
］Ｈ

ａｒｕｔｙ ｕｎｙａｎＨ Ａ
， Ｍｏ ｒｏ ｓａｎＣＤ ．Ｔｈｅｓｐｅｃｔ ｒａ ｏｆＫｎｏｄｅｌｇｒａｐｈｓ

 ［

Ｊ
］

． Ｉｎｆｏ ｒｍａｔ ｉｏｎ
，
２０ ０６

，
３ ０ ：２ ９５ －２９ ９ ．

［

７
］Ｓ

ａ
ｌｄａｎｈａ ＮＣ

， ＴｏｍｅｉＣ ．Ｓｐｅｃｔ ｒａｏｆ
ｒｅｇｕ ｌ

ａｒ
ｐｏ ｌｙｔ ｏｐ ｅｓ

 ［

Ｊ
］

．Ｄ ｉｓｃｒｅ ｔｅＣｏｍｐｕｔＧｅｏｍ
，
１ ９ ９ ２

， 
７ ：４０３ －４ １ ４ ．

［

８
］ＭｏｈａｒＢ

，

Ｂｅ ｈｒｕｚＴＲ ．Ｍｅｄｉａｎｅｉｇｅｎｖａ ｌｕｅｓ ｏ ｆｂ ｉｐａｒｔ ｉｔ ｅ
ｇｒａｐ ｈｓ［

Ｊ
］

．Ｊ ｏｕｒｎａ ｌｏｆＡｌｇｅ ｂｒａ ｉｃＣ ｏｍｂｉｎ ａ？

ｔｏ ｒ ｉｃｓ
，
２０ １ ５

，
４ １ ：８９ ９－９ ０９ ．

［

９
］Ｃｈｅ ｎＹＦ

，ＦｕＨＬ
，Ｋ ｉｍ ＩＪ

，Ｓ
ｔｅ ｈｒＥ

，Ｗａｔ ｔｓ Ｂ
， Ｏｎｔｈｅｌ

ａｒｇｅｓ ｔｅ ｉｇｅ ｎｖａ ｌ
ｕｅｓ ｏｆｂｉｐ ａｒ ｔ ｉｔｅ

ｇｒａｐ ｈｓ ｗｈ ｉｃｈ

ａｒｅｎｅａｒ
ｌｙ

ｃｏｍｐ ｌ
ｅｔ ｅ ［

Ｊ
］

．Ｌｉｎｅａｒ Ａｌｇｅ ｂｒａａｎｄ ｉｔ ｓＡｐ ｐｌ
ｉ ｃａｔ ｉｏｎｓ

， 
２０ １０

， 
４３ ２ ：６０６ －６ １ ４ ．

［

１ ０
］Ｇｈｏ ｒｂａｎ ｉＥ ．Ｂｉｐａｒ ｔ ｉｔｅｇｒａｐ ｈｓｗ ｉｔｈｆｉｖｅｅｉｇｅ ｎｖａｌ

ｕｅｓａｎｄｐ ｓｅ ｕｄ ｏｄｅｓ ｉｇｎｓ
［

Ｊ
］

．Ｊ ｏｕｒｎａ
ｌ ｏｆＡｌｇｅｂｒａ ｉｃ

Ｃｏｍｂ ｉｎａｔｏ ｒ ｉｃｓ
，２０ １ ２

，
３６ ： ２０ ９－２ ２ １ ．

［

１ １
］Ｋｏ ｌｅｄ ｉｎａＴ

，

Ｓ ｔａｎ ｉｃＺ ．Ｒｅｇｕ ｌａｒｂｉｐａｒ ｔ ｉｔ ｅｇｒａｐｈｓｗ ｉｔｈｔｈｒｅｅｄ ｉｓ ｔｉｎｃｔｎｏｎ－ｎｅｇａｔ ｉｖｅｅｉｇｅ ｎｖａ ｌｕｅｓ ［

Ｊ
］

．

Ｌ ｉｎｅａｒＡ
ｌｇｅｂｒａａｎｄｉｔ ｓＡｐｐｌ

ｉｃａｔ ｉｏｎｓ
，
２ ０ １ ３

，
４３８ ：３３ ３６ －３ ３４９ ．

［

１ ２
］Ｐｅｔｅ ｒｓｄｏｒ ｆＭ

，Ｓ
ａｃｈｓＨ ．Ｓｐ ｅｋｔ ｒｕｍｕｎｄＡｕｔ ｏｍ ｏｒｐｈ ｉｓｍｅ ｎｇｒｕｐｐｅｅ ｉｎｅｓ Ｇｒａｐ ｈｅｎ ，Ｃｏｍｂｉｎａｔｏ ｒ ｉａ

ｌ
ｔｈｅｏ ｒｙ

ａｎｄｉｔ ｓａｐｐ ｌ
ｉｃａｔ ｉｏｎｓ

，Ｉ ＩＩ ［
Ｍ

］

．Ａｍ ｓｔ ｅｒｄ ａｍ ：Ｎｏｒ ｔｈ－ Ｈｏ ｌ ｌ
ａｎｄ

， １ ９ ６９ ：８９ １－ ９０ ７ ．



３ １４ 数 学 的 实 践 与 认 识 ５ １卷

［

１ ３
］
张蕾 ，

王燕 ， 杨玉军 ， 凯莱图的单特征值 ［

Ｊ
］

． 烟台大学学报 ，

２０ ２０
，
３ ３

（

１
）

：１ －５ ．

［

１ ４
］

王燕 ． 具有两个单特征值的循环图 ［

Ｊ
］

． 数学的实践与认识 ，

２０ ２０
， 
５０

（
１ ９

）
：１ ５８ － １ ６２ ．

［

１ ５
］
程汉波 ． 有理度数的三角函数值何时为有理数及其应用 ［

Ｊ
］

． 数学通讯 ，

２０ １ ４
，１ ２

（
２

）
：５ ８－６０ ．

Ｓ ｉｍｐ ｌｅＥｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｏｆＢ ｉｐａｒｔ ｉｔｅＧ ｒａｐｈｓ

ＷＡＮＧＹａｎ
，
ＬＩＪ ｉａ－ｈａｏ

，
ＬＩ

Ｑ ｉｎｇ
－ ｈｕａ

（
Ｓｃｈｏ ｏｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔ

ｉ
ｃｓａ ｎｄＩｎ ｆｏｒｍａｔ

ｉ
ｏｎＳｃ

ｉ
ｅｎｃ ｅｓ

，

Ｙａｎｔａ ｉ
Ｕｎ

ｉ
ｖｅｒ ｓ

ｉ
ｔｙ

，

Ｙａｎ ｔａ
ｉ２ ６４００５

，

Ｃｈ ｉ
ｎａ

）

Ａｂ ｓｔ ｒａｃｔ ：Ｔｈｅｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｏ ｆａ
ｇｒａｐ ｈａｒｅｕｓｕａｌ ｌｙ

ｒｅｆｅ ｒｒｅｄｔｏ ｔｈｅｅ ｉｇｅ ｎｖａ ｌｕｅｓ ｏｆｉｔ ｓａｄ
ｊ
ａｃｅｎｔ

ｍａｔ ｒ ｉｘ ．Ａｍ ｏｎｇａｌ ｌｔｈｅｅｉｇｅｎｖａ ｌ
ｕｅ ｓ

，

ｔｈｅｓ ｉｍｐｌ
ｅｅｉｇｅ ｎｖａ ｌ

ｕｅｓ
 （

ｅ ｉｇｅｎｖａ ｌ
ｕｅｓ ｗ ｉｔｈｍｕ

ｌ
ｔｉｐｌ

ｉｃｉ ｔｙ１ ）

ａｒｅｅｓｐ ｅｃｉａ
ｌ ｌｙ ｉｍｐｏ ｒｔａｎｔ ．Ｉｎｌ

ａｃｋｏ ｆｎｏ ｇｅ ｎｅ ｒａ
ｌｍ ｅｔｈｏｄｓ

，
ｉｔ ｉｓ

ｑｕ ｉｔ ｅｄｉｆｆｉｃ ｕ
ｌｔ ｔｏ ｄｅｔｅｒｍ ｉｎｅｔｈｅ

ｓ ｉｍｐｌ
ｅ ｅｉｇｅｎｖａ ｌ

ｕ ｅｓｏｆａｇｒａｐｈ ．Ｉｎ１ ９６９
，Ｐｅｔｅｒ ｓｄｏｒ ｆａｎｄＳａｃｈｓ

ｇａｖｅａｓｃｏｐｅｏ ｆｔｈｅｐｏ ｓｓ ｉｂ ｌ
ｅ

ｓ
ｉ
ｍｐｌ

ｅｅ
ｉｇｅ ｎｖａ ｌ

ｕｅｓｏｆａｖｅｒｔ ｅｘ－

ｔ ｒａｎｓ
ｉｔ ｉ
ｖｅ

ｇｒａｐｈ ．Ｂ ｕｔ
，

ｔ
ｏｆｉｎｄｏｕｔｗｈ ｉ

ｃｈｏｎｅｉ
ｓｉ

ｎｄｅｅｄｓ ｉ
ｍｐ ｌ

ｅ

ａｍｏｎｇｔｈｅｐｏ ｓｓ
ｉｂｌ

ｅｖａ
ｌ
ｕｅｓ ｓ ｔｉ ｌｌ ｄｅｐ ｅｎｄｓｏｎｔｈｅｇｒａｐｈｉ ｔｓｅｌ ｆ ．Ｉ ｎ ｔｈ ｉ

ｓ
ｐａｐ ｅｒ

，


ｗｅ

ｇ ｉ
ｖｅａｃ

ｌ
ａｓ ｓｏｆ

ｂｉｐａｒ ｔ ｉｔ ｅ
ｇｒａｐ ｈｓｗｈ ｉｃｈａｒｅａｌ ｓｏＣａｙ ｌｅｙｇｒａｐｈｓｏｆｄｉｈｅ ｄｒａ ｌｇｒｏｕｐｓ ．Ａｐａｒｔｆｒｏｍ ｔｈｅｄｅｇｒｅｅｓ

ａｎｄｍ ｉｎｕｓｄｅｇｒｅｅｓｏ ｆｔｈｅｓｅｇｒａｐｈｓ
，

ｔｈｅｏｔｈｅｒ ｓｉｍｐｌ
ｅｅ ｉｇｅ ｎｖａ ｌ

ｕｅｓａｒｅ ０ｏ ｒ士 １ｔｈａｔａｒｅ ｅｘａｃｔ
ｌｙ

ｔｈｅ
“
ｍｅｄ ｉａｎ

”

ｖａ ｌ
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