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　　［摘　要］设Ｆ是一个域．任给Ｆ中的一对元素（ｋ１，ｋ２），给出了（ｋ１，ｋ２）－型行列式的定义．我们指出通常

的行列式恰是（１，－１）－型．研究了这些（ｋ１，ｋ２）－行列式的性质，指出和通常行列式的相同和不同之处．刻画了

一些特殊的（ｒ，－ｒ）－型，（ｒ，０）－型和（ｒ，ｒ）－型行列式的性质．
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１　引　　言

在线性代数中，方阵Ａ所对应的行列式｜Ａ｜是一个非常重要的常数．自从莱布尼茨１６８３年在有记

载论文中首次提到行列式到现在，行列式在理论和应用上都取得了丰富成果，参考［１］，［２］，［３］等．丰

富和完善行列式理论的一个重要方向是对行列式理论进行推广性研究．例如，超多项式理论，拟多项式

理论，量子多项式理论等等，参考［４］，［５］，［６］等．本文定义了一种新型行列式，发现这种行列式是通常

行列式的一种自然且新颖的推广．对这种新型行列式的性质进行了深刻研究，相当于对通常行列式的性

质从一个新的角度进行了全新理解．这样，在教学工作中，我们会引领学生以发散型思维考虑问题，加深

对行列式的理解．
若１，２，…，ｎ是ｎ个紧邻自然数，则１，２，…，ｎ按大小关系有自然的序．设ｉ１，ｉ２，…，ｉｎ是１，２，…，ｎ

的 一个排列，则可以定义ｉ１，ｉ２，…，ｉｎ 的逆序数τ（ｉ１，ｉ２，…，ｉｎ）．
设Ｆ是一个域，Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ是定义在Ｆ 上的一个方阵，Ａ所对应的行列式定义为

｜Ａ｜＝∑
ｉ１…ｉｎ

（－１）τ（ｉ１…ｉｎ）ａ１ｉ１ａ２ｉ２…ａｎｉｎ．

注意到ｎ阶行列式是ｎ！项的和，每一项与１，２，…，ｎ的一个排列对应，确切的说，同时与排列和排

列的逆序数对应．受这种观察的启发，作为通常行列式概念的推广，在本文中给出（ｋ１，ｋ２）－型行列式的

定义，其中ｋ１，ｋ２∈Ｆ．用Ｐ（ｎ）表示１，２，…，ｎ的所有排列组成的集合．
定义１．１　设ｋ１，ｋ２∈Ｆ，在Ｐ（ｎ）上定义一个映射φ（ｋ１，ｋ２）如下：设σ∈Ｐ（ｎ），定义

φ（ｋ１，ｋ２）（σ）＝
ｋ１，τ（σ）是偶数，

ｋ２，τ（σ）是奇数
烅
烄

烆 ．
定义１．２　设Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ是域Ｆ 上的一个方阵，ｋ１，ｋ２∈Ｆ，定义

｜Ａ｜（ｋ１，ｋ２）＝ ∑
σ∈Ｐ（ｎ）

φ（ｋ１，ｋ２）（σ）ａ１ｉ１ａ２ｉ２…ａｎｉｎ，

其中σ＝ｉ１ｉ２…ｉｎ．
称｜Ａ｜（ｋ１，ｋ２）为Ａ所对应的（ｋ１，ｋ２）－型行列式．也用ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ａ）表示Ａ所对应的（ｋ１，ｋ２）－型行列式．

注意到ｄｅｔ（１，－１）（Ａ）恰好是｜Ａ｜．所以以上定义的（ｋ１，ｋ２）－型行列式确实是通常行列式的一种推广．根据



定义注意到ｄｅｔ（０，０）（Ａ）＝０．本文将刻画一般（ｋ１，ｋ２）－型行列式和通过赋予ｋ１，ｋ２ 具体的值得到的一些

特殊（ｋ１，ｋ２）－型行列式的性质．如果没有特别指出，规定所有的矩阵都定义在数域Ｆ上．

２　（ｋ１，ｋ２）－型行列式的性质

设π∈Ｐ（ｎ），规 定π 所 代 表 的１，２，…，ｎ的 排 列 为π（１）π（２）…π（ｎ）．首 先 注 意 到，给 定

Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ，ｋ１，ｋ２∈Ｆ，有

　　　｜Ａ｜（ｋ１，ｋ２）＝ ∑
π∈Ｐ（ｎ）

φ（ｋ１，ｋ２）（π）ａ１π（１）ａ２π（２）…ａｎπ（ｎ）

＝ ∑
π∈Ｐ（ｎ），τ（π）是 偶 数

ｋ１ａ１π（１）ａ２π（２）…ａｎπ（ｎ）＋ ∑
π∈Ｐ（ｎ），τ（π）是 奇 数

ｋ２ａ１π（１）ａ２π（２）…ａｎπ（ｎ）．

定理２．１　如果Ａ是一个ｎ阶方阵，ｋ１，ｋ２∈Ｆ，并且ｋ１≠０，那么

ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ａ）＝ｋ１ｄｅｔ１，
ｋ２
ｋ（ ）
１

（Ａ）．

相似的，如果ｋ２≠０，那么

ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ａ）＝ｋ２ｄｅｔ ｋ１
ｋ２
，（ ）１ （Ａ）．

证　如果ｋ１≠０，那么

　　　　ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ａ）＝ ∑
π∈Ｐ（ｎ），τ（π）是 偶 数

ｋ１ａ１π（１）ａ２π（２）…ａｎπ（ｎ）＋ ∑
π∈Ｐ（ｎ），τ（π）是 奇 数

ｋ２ａ１π（１）ａ２π（２）…ａｎπ（ｎ）

＝ｋ（１ ∑
π∈Ｐ（ｎ），τ（π）是 偶 数

ａ１π（１）ａ２π（２）…ａｎπ（ｎ）＋ ∑
π∈Ｐ（ｎ），τ（π）是 奇 数

ｋ２
ｋ１ａ１π

（１）ａ２π（２）…ａｎπ（ｎ ））
＝ｋ１ｄｅｔ

１，
ｋ２
ｋ（ ）
１

（Ａ）．

ｋ２≠０情况相似可证．定理证毕．
如果ｋ１∶ｋ２＝ｋ３∶ｋ４，由定理２．１，作为从所有ｎ阶方阵构成的集合到数域Ｆ 的算子，会有ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）

和ｄｅｔ（ｋ３，ｋ４）成固定的比例，所以称（ｋ１，ｋ２）－型行列式为由平面方向决定的行列式．
命题２．２　如果Ａ是一个ｎ阶方阵，ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｋ４∈Ｆ那么

ｄｅｔ（ｋ１＋ｋ２，ｋ３＋ｋ４）（Ａ）＝ｄｅｔ（ｋ１，ｋ３）（Ａ）＋ｄｅｔ（ｋ２，ｋ４）（Ａ）．
证　因为

ｄｅｔ（ｋ１＋ｋ２，ｋ３＋ｋ４）（Ａ）＝ ∑
π∈Ｐ（ｎ），τ（π）是 偶 数

（ｋ１＋ｋ２）ａ１π（１）ａ２π（２）…ａｎπ（ｎ）＋ ∑
π∈Ｐ（ｎ），τ（π）是 奇 数

（ｋ３＋ｋ４）ａ１π（１）ａ２π（２）…ａｎπ（ｎ）

（＝ ∑
π∈Ｐ（ｎ），τ（π）是 偶 数

ｋ１ａ１π（１）ａ２π（２）…ａｎπ（ｎ）＋ ∑
π∈Ｐ（ｎ），τ（π）是 奇 数

ｋ３ａ１π（１）ａ２π（２）…ａｎπ（ｎ ））
　 （＋ ∑

π∈Ｐ（ｎ），τ（π）是 偶 数

ｋ２ａ１π（１）ａ２π（２）…ａｎπ（ｎ）＋ ∑
π∈Ｐ（ｎ），τ（π）是 奇 数

ｋ４ａ１π（１）ａ２π（２）…ａｎπ（ｎ ））
＝ｄｅｔ（ｋ１，ｋ３）（Ａ）＋ｄｅｔ（ｋ２，ｋ４）（Ａ），

所以命题得证．
定理２．３　如果Ａ是一个ｎ阶方阵，ＡＴ 是Ａ 的转置矩阵，ｋ１，ｋ２∈Ｆ，那么

ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ａ）＝ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ａ
Ｔ）．

证　如果能证明ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ａ
Ｔ）中 的 任 意 加 法 项 存 在 于ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ａ）中，那 么 因 为（ＡＴ）Ｔ＝Ａ ，所 以

ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ａ）中的任意加法项也位于ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ａ
Ｔ）中，因此ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ａ）和ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ａ

Ｔ）有相同的加法项，
这样就 证 明 了 结 论．根 据（ｋ１，ｋ２）－型 行 列 式 的 定 义，这 是 容 易 证 明 的．例 如，假 设τ（π）是 偶 数，

ｋ１ａ′１π（１）ａ′２π（２）…ａ′ｎπ（ｎ）是ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ａ
Ｔ）中的一个加法项，在Ｐ（ｎ）中存在σ使得

ｋ１ａ′１π（１）ａ′２π（２）…ａ′ｎπ（ｎ）＝ｋ１ａπ（１）１ａπ（２）２…ａπ（ｎ）ｎ＝ｋ１ａ１σ（１）ａ２σ（２）…ａｎσ（ｎ）．
容易证明τ（σ）也是偶数，因此ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ａ）中有这个加法项．证毕．
根据定理２．３知道和方阵Ａ的行相关的ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ａ）的性质也对Ａ的列成立．所以为了简便起见，

我们只阐述和Ａ的行相关的ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ａ）的性质，而对于Ａ的列，ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ａ）有完全相同的性质．
和行列式相似，关心在给Ａ一个行变换的情况下，（ｋ１，ｋ２）－型行列式ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ａ）的改变．下面的一
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系列有趣结论对此进行了刻画．
定理２．４　如果Ｐ是一个ｎ阶行交换基本矩阵，即Ｐ由单位矩阵交换两行得到，Ａ是一个ｎ阶方

阵，ｋ１，ｋ２∈Ｆ，那么ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（ＰＡ）＝ｄｅｔ（ｋ２，ｋ１）（Ａ）．
证　设１≤ｕ＜ｖ≤ｎ，交 换 单 位 矩 阵Ｉｎ 的ｕ，ｖ两 行 得ｎ阶 行 交 换 基 本 矩 阵Ｐ．又 设Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ，

Ｂ＝（ｂｉｊ）ｎ×ｎ＝ＰＡ．那么如果ｉ≠ｕ，ｖ，有ｂｉｊ＝ａｉｊ，而ｂｕｊ＝ａｖｊ，ｂｖｊ＝ａｕｊ．根据（ｋ１，ｋ２）－型行列式的定义，有

　　　　ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ｂ）

＝ ∑
π∈Ｐ（ｎ），τ（π）是 偶 数

ｋ１ｂ１π（１）…ｂｕπ（ｕ）…ｂｖπ（ｖ）…ｂｎπ（ｎ）＋ ∑
π∈Ｐ（ｎ），τ（π）是 奇 数

ｋ２ｂ１π（１）…ｂｕπ（ｕ）…ｂｖπ（ｖ）…ｂｎπ（ｎ）

＝ ∑
π∈Ｐ（ｎ），τ（π）是 偶 数

ｋ１ａ１π（１）…ａｖπ（ｕ）…ａｕπ（ｖ）…ａｎπ（ｎ）＋ ∑
π∈Ｐ（ｎ），τ（π）是 奇 数

ｋ２ａ１π（１）…ａｖπ（ｕ）…ａｕπ（ｖ）…ａｎπ（ｎ）

＝ ∑
π∈Ｐ（ｎ），τ（π）是 偶 数

ｋ１ａ１π（１）…ａｕπ（ｖ）…ａｖπ（ｕ）…ａｎπ（ｎ）＋ ∑
π∈Ｐ（ｎ），τ（π）是 奇 数

ｋ２ａ１π（１）…ａｕπ（ｖ）…ａｖπ（ｕ）…ａｎπ（ｎ）

＝ ∑
σ∈Ｐ（ｎ），τ（σ）是 奇 数

ｋ１ａ１σ（１）…ａｕσ（ｕ）…ａｖσ（ｖ）…ａｎσ（ｎ）＋ ∑
σ∈Ｐ（ｎ），τ（σ）是 偶 数

ｋ２ａ１σ（１）…ａｕσ（ｕ）…ａｖσ（ｖ）…ａｎσ（ｎ）

＝ｄｅｔ（ｋ２，ｋ１）（Ａ），
其中对π进行一次对换可得σ．证毕．

和行列式的行交换性质进行比较，定理２．４揭示了更多信息，更接近本质．
推论２．５　如果方阵Ａ有两行相等，ｋ１，ｋ２∈Ｆ那么

ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ａ）＝ｄｅｔ（ｋ２，ｋ１）（Ａ）．
证　因为Ａ有相同的两行，交换这两行我们还会得到Ａ．根据定理２．４易证．
设Ａ是一个有两行相等的方阵，根据推论２．５

｜Ａ｜＝ｄｅｔ（１，－１）（Ａ）＝ｄｅｔ（－１，１）（Ａ），
而根据定理２．１有

ｄｅｔ（－１，１）（Ａ）＝－ｄｅｔ（１，－１）（Ａ）＝－｜Ａ｜，
所以推出｜Ａ｜＝０．这恰好是众所周知的结论．

命题２．６　如果把ｎ阶方阵Ａ 表示成行向量组（αＴ１ αＴ２ … αＴｉ＋βＴ … αＴｎ）Ｔ，那么对ｋ１，ｋ２∈Ｆ，
有

ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ａ）＝ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ｂ）＋ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ｃ），
其中Ｂ＝（αＴ１ αＴ２ … αＴｉ … αＴｎ）Ｔ，Ｃ＝（αＴ１ αＴ２ …βＴ … αＴｎ）Ｔ．

证　令αＴｊ＝（ａｊ１…ａｊｎ）Ｔ 其中ｊ＝１，…，ｎ．令βＴ＝（ｂｉ１…ｂｉｎ）Ｔ 其中ｉ∈｛１，２，…，ｎ｝．则

　　　　ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ａ）

＝ ∑
π∈Ｐ（ｎ），τ（π）是 偶 数

ｋ１ａ１π（１）…（ａｉπ（ｉ）＋ｂｉπ（ｉ））…ａｎπ（ｎ）＋ ∑
π∈Ｐ（ｎ），τ（π）是 奇 数

ｋ２ａ１π（１）…（ａｉπ（ｉ）＋ｂｉπ（ｉ））…ａｎπ（ｎ）

（＝ ∑
π∈Ｐ（ｎ），τ（π）是 偶 数

ｋ１ａ１π（１）…ａｉπ（ｉ）…ａｎπ（ｎ）＋ ∑
π∈Ｐ（ｎ），τ（π）是 奇 数

ｋ２ａ１π（１）…ａｉπ（ｉ）…ａｎπ（ｎ ））
　 （＋ ∑

π∈Ｐ（ｎ），τ（π）是 偶 数

ｋ１ａ１π（１）…ｂｉπ（ｉ）…ａｎπ（ｎ）＋ ∑
π∈Ｐ（ｎ），τ（π）是 奇 数

ｋ２ａ１π（１）…ｂｉπ（ｉ）…ａｎπ（ｎ））

＝ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ｂ）＋ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ｃ）．
命题２．７　如果Ａ是一个ｎ阶方阵，把Ａ的某行乘以常数ｒ得到方阵Ｂ，ｋ１，ｋ２∈Ｆ，那么

ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ｂ）＝ｒｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ａ）．
证　设矩阵Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ的ｕ行乘以常数ｒ，其它行保持不变，得到矩阵Ｂ＝（ｂｉｊ）ｎ×ｎ．则对于ｉ≠ｕ，

有ｂｉｊ＝ａｉｊ，而ｂｕｊ＝ｒａｕｊ．因此

　　　　　　　ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ｂ）

＝ ∑
π∈Ｐ（ｎ），τ（π）是 偶 数

ｋ１ｂ１π（１）…ｂｕπ（ｕ）…ｂｎπ（ｎ）＋ ∑
π∈Ｐ（ｎ），τ（π）是 奇 数

ｋ２ｂ１π（１）…ｂｕπ（ｕ）…ｂｎπ（ｎ）

＝ ∑
π∈Ｐ（ｎ），τ（π）是 偶 数

ｋ１ａ１π（１）…ｒａｕπ（ｕ）…ａｎπ（ｎ）＋ ∑
π∈Ｐ（ｎ），τ（π）是 奇 数

ｋ２ａ１π（１）…ｒａｕπ（ｕ）…ａｎπ（ｎ）

＝ （ｒ ∑
π∈Ｐ（ｎ），τ（π）是 偶 数

ｋ１ａ１π（１）…ａｕπ（ｕ）…ａｎπ（ｎ）＋ ∑
π∈Ｐ（ｎ），τ（π）是 奇 数

ｋ２ａ１π（１）…ａｕπ（ｕ）…ａｎπ（ｎ ））
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＝ｒｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ａ）．
用定义易证下面结论．
命题２．８　设Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ是一个ｎ阶上三角方阵，则对ｋ１，ｋ２∈Ｆ，有

ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ａ）＝ｋ１ａ１１ａ２２…ａｎｎ．
对下三角方阵有相同结论．

３　一些特殊的（ｋ１，ｋ２）－型行列式

设ｋ１，ｋ２∈Ｆ，根据命题２．２有

ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ａ）＝ｄｅｔ（ｋ１，－ｋ１＋ｋ２＋ｋ１）（Ａ）＝ｄｅｔ（ｋ１，－ｋ１）（Ａ）＋ｄｅｔ（０，ｋ１＋ｋ２）（Ａ），
因此要计算ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ａ）只需计算ｄｅｔ（ｋ１，－ｋ１）（Ａ）和ｄｅｔ（０，ｋ１＋ｋ２）（Ａ）．所以研究 （ｒ，－ｒ）－型和（０，ｒ）－型行列

式很有价值，ｒ∈Ｆ．首先，考察（ｒ，－ｒ）－型行列式．
命题３．１　设Ａ，Ｂ是ｎ阶方阵，ａ，ｂ∈Ｆ，则

ｄｅｔ（ａｂ，－ａｂ）（ＡＢ）＝ｄｅｔ（ａ，－ａ）（Ａ）ｄｅｔ（ｂ，－ｂ）（Ｂ）．
证　根据定理２．１有

ｄｅｔ（ａｂ，－ａｂ）（ＡＢ）＝ａｂｄｅｔ（１，－１）（ＡＢ），

ｄｅｔ（ａ，－ａ）（Ａ）＝ａｄｅｔ（１，－１）（Ａ），　ｄｅｔ（ｂ，－ｂ）（Ｂ）＝ｂｄｅｔ（１，－１）（Ｂ），
又因为

ｄｅｔ（１，－１）（ＡＢ）＝ｄｅｔ（１，－１）（Ａ）ｄｅｔ（１，－１）（Ｂ），
这样就证明了结论．

推论３．２　设Ａ，Ｂ是ｎ阶方阵，ｒ∈Ｆ，则

ｒｄｅｔ（ｒ，－ｒ）（ＡＢ）＝ｄｅｔ（ｒ，－ｒ）（Ａ）ｄｅｔ（ｒ，－ｒ）（Ｂ）．
证　因为ｒｄｅｔ（ｒ，－ｒ）（ＡＢ）＝ｄｅｔ（ｒ２，－ｒ２）（ＡＢ），所以根据命题３．１得证．
命题３．３　设Ａ是ｎ阶方阵，ｒ∈Ｆ，ｒ≠０，则Ａ可逆当且仅当ｄｅｔ（ｒ，－ｒ）（Ａ）≠０．
证　因为

ｄｅｔ（ｒ，－ｒ）（Ａ）＝ｒｄｅｔ（１，－１）（Ａ），　ｒ≠０，
所以ｄｅｔ（ｒ，－ｒ）（Ａ）≠０当且仅当ｄｅｔ（１，－１）（Ａ）≠０，而ｄｅｔ（１，－１）（Ａ）≠０当且仅当Ａ可逆．

推论３．４　设Ａ是一个ｎ阶可逆方阵，ｒ∈Ｆ，ｒ≠０，则

ｄｅｔ（ｒ，－ｒ）（Ａ－１）＝ ｒ２
ｄｅｔ（ｒ，－ｒ）（Ａ）．

证　首先注意到，根据 （ｋ１，ｋ２）－型行列式的定义ｄｅｔ（ｒ，－ｒ）（Ｉｎ）＝ｒ．然后根据推论３．２
ｒｄｅｔ（ｒ，－ｒ）（ＡＡ－１）＝ｄｅｔ（ｒ，－ｒ）（Ａ）ｄｅｔ（ｒ，－ｒ）（Ａ－１），

即

ｒｄｅｔ（ｒ，－ｒ）（Ｉｎ）＝ｒ２＝ｄｅｔ（ｒ，－ｒ）（Ａ）ｄｅｔ（ｒ，－ｒ）（Ａ－１），

根据命题３．３有ｄｅｔ（ｒ，－ｒ）（Ａ）≠０，所以

ｄｅｔ（ｒ，－ｒ）（Ａ－１）＝ ｒ２
ｄｅｔ（ｒ，－ｒ）（Ａ）．

命题３．５　设Ａ是一个ｎ方阵，Ａ做一次换行或者换列得矩阵Ｂ，ｒ∈Ｆ，那么

ｄｅｔ（ｒ，－ｒ）（Ｂ）＝－ｄｅｔ（ｒ，－ｒ）（Ａ）．
证　根据定理２．４有ｄｅｔ（ｒ，－ｒ）（Ｂ）＝ｄｅｔ（－ｒ，ｒ）（Ａ），又根据定理２．１，有

ｄｅｔ（－ｒ，ｒ）（Ａ）＝－ｄｅｔ（ｒ，－ｒ）（Ａ），
所以命题得证．

推论３．６　如果ｎ阶方阵Ａ 的两行相等，ｒ∈Ｆ，那么ｄｅｔ（ｒ，－ｒ）（Ａ）＝０．
证　这是命题３．５的直接推论．
命题３．７　设Ａ是一个ｎ阶方阵，ｉ≠ｊ，ｒ∈Ｆ，把Ａ的第ｊ行的若干倍加到它的第ｉ行，其它行保持
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不变得到矩阵Ｂ，那么

ｄｅｔ（ｒ，－ｒ）（Ｂ）＝ｄｅｔ（ｒ，－ｒ）（Ａ）．
证　根据命题２．６知存在方阵Ｃ使得

ｄｅｔ（ｒ，－ｒ）（Ｂ）＝ｄｅｔ（ｒ，－ｒ）（Ａ）＋ｄｅｔ（ｒ，－ｒ）（Ｃ），
其中Ｃ的ｉ，ｊ两行相等，又根据推论３．６，有ｄｅｔ（ｒ，－ｒ）（Ｃ）＝０．这就证明了命题．

其次，考察（ｒ，０）－型行列式．
命题３．８　设Ａ 是一个ｎ阶对角方阵，Ｂ是一个ｎ阶方阵，ｒ∈Ｆ，则

ｒｄｅｔ（ｒ，０）（ＡＢ）＝ｄｅｔ（ｒ，０）（Ａ）ｄｅｔ（ｒ，０）（Ｂ）．
证　设Ａ是依次以ａ１，ａ２，…，ａｎ 作为对角元素的ｎ阶对角方阵，Ｂ＝（ｂｉｊ）ｎ×ｎ，那么

ｒｄｅｔ（ｒ，０）（ＡＢ）＝ｒｄｅｔ（ｒ，０）

ａ１ｂ１１ ａ１ｂ１２ … ａ１ｂ１ｎ
ａ２ｂ２１ ａ２ｂ２２ … ａ２ｂ２ｎ

ａｎｂｎ１ ａｎｂｎ２ … ａｎｂ

………………………

烄

烆

烌

烎ｎｎ

　　　　　

＝ｒ ∑
π∈Ｐ（ｎ），τ（π）是 偶 数

ｒ（ａ１ｂ１σ（１））（ａ２ｂ２σ（２））…（ａｎｂｎσ（ｎ））

＝ｒａ１ａ２…ａｎ ∑
π∈Ｐ（ｎ），τ（π）是 偶 数

ｒｂ１σ（１）ｂ２σ（２）…ｂｎσ（ｎ）

＝ｄｅｔ（ｒ，０）（Ａ）ｄｅｔ（ｒ，０）（Ｂ）．
最后，考察（ｒ，ｒ）－型行列式．根据定理２．４，容易证明

命题３．９　设Ａ是一个ｎ阶方阵，Ａ经过一系列的换行或换列得到方阵Ｂ，ｒ∈Ｆ，那么

ｄｅｔ（ｒ，ｒ）（Ａ）＝ｄｅｔ（ｒ，ｒ）（Ｂ）．

４　 （ｋ１，ｋ２）－型行列式的一点应用

平面上一点（１，－１）决定的（１，－１）－型行列式恰好就是行列式．行列式在线性代数，微分几何等领

域有广泛且深刻的应用．如果ｋ≠０，如文章第三部分所示，平面上点（ｋ，－ｋ）所对应的（ｋ，－ｋ）－型行列

式和行列式有着几乎完全相同的性质，所以（ｋ，－ｋ）－型行列式在线性代数，微分几何等领域也会有相似

的应用．
下面简单考虑二阶（ｋ１，ｋ２）－型行列式的几何意义．不妨让我们在实数域上考虑问题．二阶行列式的

绝对值 代 表 平 面 上 一 个 平 行 四 边 形 的 面 积．那 么（ｋ１，ｋ２）－型 行 列 式 的 绝 对 值 代 表 什 么 呢？ 设

Ａ＝
ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ
烄

烆

烌

烎２２
，则

ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ａ）＝ｋ１ａ１１ａ２２＋ｋ２ａ１２ａ２１．
容易看出ｄｅｔ（ｋ１，ｋ２）（Ａ）的绝对值代表一个以向量（ｋ１ａ１１，ａ２１）Ｔ 和（－ｋ２ａ１２，ａ２２）Ｔ 作为两条边的平行四边

形的面积．

最后，给出（１，１）－型二阶行列式在速算中的一点应用．设Ａ＝
ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ
烄

烆

烌

烎２２
，通常以十位制方法表示

数，例如ａ１１ａ１２＝ａ１１×１０＋ａ１２．则

ａ１１ａ１２×ａ２１ａ２２＝（ａ１１×１０＋ａ１２）×（ａ２１×１０＋ａ２２）　　　　　　　
＝（ａ１１＋ａ２１）×１００＋（ａ１１×ａ２２＋ａ１２×ａ２１）×１０＋ａ１２×ａ２２．

此处交叉项１０的系数恰好是ｄｅｔ（１，１）（Ａ）．
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