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　　［摘　要］讨论高等代数的教学内容以及教学方法的改革问题，介绍我们在实践中创立的立体教学法，着

重阐述俯察解析几何、仰观近世代数、联系数学分析以及半双语教学法四个基本方法．
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１　主要思想

数学本科专业基础课高等代数的教学内容以及教学方法的改革，就我们烟台大学数学学院的经验

来看，主要包括该课程自身一些理论的更为恰当的形式，该课程与其他课程的对接技巧，双语教学技术

在该课程中的融合等三个主要方面．尤其注意这其中的对接技巧与融合技巧，那是将有关的理论与技术

巧妙地、有机地融合进高等代数的课堂教学中来，而不是额外增加学时开销和学生的学习负担，这就要

求教师有较全面的素养、对于各相关课程以及整个课程体系有较透彻的了解、对于课程改革的操作方面

在事先有着精确的设计和熟练的技术．在这个改革中，我们立足于高等代数［１］，俯察解析几何［２］，仰观近

世代数［３，４］，联系数学分 析［５］，左 右 有 半 双 语 教 学 相 伴，这 样 形 成 一 种 教 学 方 法，姑 且 称 之 为”立 体 教

学法”．
该立体教学法有着重要的理论价值和实际意义．它来自教学实践并直接在教学实践中不断得以完

善，理论研究与教学实践并行，是人本主义学习论、建构主义学习论等现代教育理论的有益实践，是面向

现代化、面向未来、面向国际的现代教育观念的有效尝试、对于提高高等代数这门课的教学水平和教学

质量、对于数学学院所有相关系列课程的教学以及课程体系建设、对于学生树立数学大一统思想并提升

学习能力与创新思维水平都有着十分重要的意义．我们的“立体教学法”既独树一帜，又可以经过适当推

广后适用于高校大部分理科课程（特别是线性代数课程）的教学改革．
以上就是高等代数之立体教学法的主要思想．为了大家理解得稍微详细一些，以下着重阐述俯察解

析几何、仰观近世代数、联系数学分析以及半双语教学法四个基本方法．

２　仰观法

首先谈仰观抽象代数的问题．这个问题对于学生的思维能够在不久的将来比较顺利地上升到抽象

代数的高度以及对于现时理解高等代数中的有关具体内容都是有益的．
线性空间的概念中包含群与模的概念．线性空间的定义包含八条公理，其中前四条就是交换群的定

义．如果将数域换成一般的含幺环，那么这八条就是幺作用模的定义了．简单地讲，线性空间是一种特殊



的模，而后者是前者的推广．
保持代数运算的映射就是同态，双射的同态就是同构．同态与同构，是抽象代数的两个非常重要而

基本的概念，由此可以将高等代数中的线性映射、线性变换、线性同构、线性函数等概念全部统一起来．
因为它们都是线性空间之间的同态，其中线性同构是一般同构在线性空间这个代数系统上的体现．

在讲多项式的运算、矩阵的运算以及线性变换的运算的时候，可以不失时机地介绍环、代数等抽象

概念，因为一个域Ｋ 上的多项式全体Ｋ［ｘ］按照普通的加法、乘法运算的确构成一个环；自然地定义数

量乘法之后，这当然也构成一个代数，可以称为多项式代数．类似地，有全矩阵环、全矩阵代数、全线性变

换环、全线性变换代数．而且还可以指出，域Ｋ 上全矩阵环与全矩阵代数Ｍｎ（Ｋ）分别同构于ｎ维线性

空Ｖ 上的全线性变换环与全线性变换代数ＧＬ（Ｖ）．
关于线性变换有一个重要结果，就是其零度与秩之和等于空间的维数．可以用抽象代数中的同构基

本定理来证明这个结论，同时可以顺便介绍商空间的概念．用环论中几乎类似的方法，还可以证明任意

一个方阵或者线性变换的最小多项式的存在性．至于一个方阵或者线性变换以其不变因子组作为一组

不变量的结论，也可以找到模论的证明．这些内容都是可以有选择地在课堂上适当地加以介绍的．

３　俯察法

现在谈俯察解析几何的方法．这种俯察的好处首先在于，在很多时候，几何直观对于理解抽象概念

是很有帮助的．
通过正交变换将矩阵化为对角形的问题是高等代数最为重要的问题，而将二次曲线或者二次曲面

的一般方程化成标准方程的问题是解析几何最为主要的任务．然而这两个问题实际上是统一的．
线性空间的坐标变换公式与几何里的坐标变换公式也是统一的．
由向量的内积与外积可以定义混合积．混合积的计算可以归结为三级行列式的计算．由此知道，体

积可以通过三级行列式来计算．面积可以看作单位高度的柱体的体积，由此可以推出面积实际上也可以

通过三级行列式来计算；但该三级行列式可以迅速简成一个二级行列式．由此我们清楚地看到了行列式

的几何意义，各级行列式实际上就是该维度下的一种度量．
解线性方程组的克莱姆法则，在三个未知元的情形下，可以通过混合积给出极为简洁的证明．
线性变换、线性相关、线性无关，特别是特征值、特征向量、特征子空间以及对角化等概念，通通都可

以通过几何上的例子来很好地加以说明．例如，三维物理空间中（建立直角坐标系后）向一个（过原点的）

固定平面的投影变换被自然地看成一个线性变换时，该平面是一个二维的特征子空间，对应于特征值

１；该平面（过原点的）法线是一个一维的特征子空间，对应于特征值０．由于两个特征子空间的维数和等

于全空间的维数３，因此，该变换可以对角化．可以类似地考虑向一条固定直线的投影以及关于一个固

定平面的反射，等等．要特别注意，物理空间中或者平面上位移不等于０的平移不是线性变换．这样的一

些来自几何的例子能够极大地提高学生学习高等代数的兴趣并加深他们对于抽象内容的直观理解．
有时候也可以将高等代数的方法或技巧运用到几何中去．例如，仿射变换保持线段分比的问题，可

以通过线性变换或者矩阵的技巧给出十分简洁的证明．

４　联系法

联系法是一个普遍有效的方法．高等代数课程内部各部分内容之间有着十分内在的联系，如［６］中

谈到以线性方程组为中心展开线性代数课程的教学．我们看到，用矩阵统一课程内容也是十分有效的．
以上介绍的俯察法、仰观法，实际上也就是高等代数课程与解析几何、近世代数等课程的联系．现在以矩

阵在数学分析的极值问题中的应用为例，说明高等代数与数学分析这两门课程的互相渗透问题，这对于

学生提高学习这两门课的兴趣都有一定的意义．
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可以用区间上的连续函数、可积函数等来构成线性空间．可以将不定积分、导数等看成适当空间上

的线性变换．可以考虑某个数字矩阵的问题时候通常可以研究其特征矩阵，而将后者看成关于变元的函

数后容易使用连续函数、极限、中值定理等数学分析手段．以下内容可以参看［７］，［８］．不过在这里我们

将采用不同的但是更为简洁的证明方法，以便让人们从中体察二次型、正定矩阵等代数内容在数学分析

中的作用．
设ｎ元函数ｆ（Ｐ）＝ｆ　ｘ１，ｘ２，…ｘ（ ）ｎ 在Ｐ０ ｘ０１，ｘ０２，…ｘ０（ ）ｎ 点具有二阶连续偏导数，又ｇｒａｄ　ｆ（Ｐ０）＝０．

记Ｈ＝（ｆｘｉｘｊ（Ｐ０））ｎ×ｎ．考虑适当选取ΔＰ＝（Δｘ１，…，Δｘｎ），使得Ｐ＝Ｐ０±ΔＰ落在函数定义域内．令

　　　　　　　Ｆ（ｔ）＝ｆ（Ｐ０＋ｔΔＰ）－ｆ（Ｐ０）

＝ｆ（ｘ０１＋ｔΔｘ１，…，ｘ０ｎ＋ｔΔｘｎ）－ｆ（ｘ０１，…，ｘ０ｎ），　－１≤ｔ≤１，

　　　　　　　Ｆ′（０）＝ ｆｘ１　 Ｐ０
Δｘ１＋…＋ｆｘｎ　Ｐ０

Δｘｎ ＝０，

　　　　　　　Ｆ″（０）＝ （Δｘ１，…，Δｘｎ）Ｈ（Δｘ１，…，Δｘｎ）Ｔ ．
最后一式的右端可以看成一个关于Δｘ１，…，Δｘｎ 的二次型ｇ．

（ｉ）当Ｈ是正定矩阵时，ｇ是正定二次型，从而Ｆ″（０）＞０．由一元函数的极植定理得到Ｆ（ｔ）在

ｔ＝０点取得极小值０，故对于任意的ｔ∈ ［－１，１］，ｔ≠０有Ｆ（ｔ）＞０，即ｆ（Ｐ０＋ｔΔＰ）＞ｆ（Ｐ０）成立．
可见此时ｆ在Ｐ０ 点取得极小值．

（ｉｉ）当Ｈ是 负定矩阵时，ｇ是负定二次型，从而Ｆ″（０）＜０．由一元函数的极植定理得到Ｆ（ｔ）在

ｔ＝０点取得极大值０，故对于任意的ｔ∈ ［－１，１］，ｔ≠０有Ｆ（ｔ）＜０，即ｆ（Ｐ０＋ｔΔＰ）＜ｆ（Ｐ０）成立．
可见此时ｆ在Ｐ０ 点取得极大值．

５　半双语教学法

该方法实际上就是专业英语与业务课程的结合问题，其要点是不增加额外的课时开销而是让学生

在学习高等代数课程的同时就学习了相应的专业英语．具体来说我们是怎么做的呢？

在高等代数的教学实践中，我们尝试在课堂上适时地介绍有关专业名词的英文翻译，在估计学生理

解数学内容不困难的时候适当地使用英文板书，指导学生在课外适当阅读相关的英文文献，如Ｅｌｓｅｖｉｅｒ
Ｓｃｉｅｎｃｅ出版的《Ｌｉｎｅａｒ　ａｌｇｅｂｒａ　ａｎｄ　ｉｔｓ　ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ》．此外，在毕业论文阶段，我们要求部分学生阅读比较

深入一些的数学专业的英语文献，在指导学生毕业论文时严格要求其英文摘要的翻译．当然，如果有可

能，增加少量课外使用英文或双语的数学讲座也是可以尝试的方式．要求学生在课外观看国外网络公开

课，如麻省理工学院教授Ｇｉｌｂｅｒｔ　Ｓｔｒａｎｇ主讲的《Ｌｉｎｅａｒ　Ａｌｇｅｂｒａ》．
如果数学分析等课程也同样采用半双语教学法，那么学生到了三年级的时候就可以自行阅读广泛

一些的外文数学文献．如此一来，就可以省略掉数学学院大学专业英语这门课程了．
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