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图论在数学建模中的应用

杨玉军，王大勇

（烟台大学 数学与信息科学学院，山东  烟台  264005）

摘   要：图论是数学一门重要分支，是一门建立图论模型，具有广泛应用的学科。尤其是随着计算机发展，图

论中很多问题得以解决，更加促进图论学科发展及其应用。如今数学建模比赛中，出现了越来越多的图论问题 , 如

赛程安排问题，最佳销售员推论问题，哈密尔顿图，最小生成树，网络流等问题。
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一   引言

当今数学发展是多样化的，图论便是在这发展
长河中璀璨的一颗明珠。图论广泛应用在信息论、
控制论、计算机科学与技术等多个领域。国内外重
要建模比赛中，与图论有关的问题和用图论可以方
便解决的问题屡见不鲜。本文结合图论学科相关知
识，结合相关比赛题目，强调说明图论在解决相关
问题是具有不可比拟的作用。

介绍一下图论基本概念 [1]：图 G 是有序三元数

组 ( )GGEGV ϕ),(),( , 其中 )(GV 代表的是图 G 的顶点
集合， )(GE 代表的是图 G 的边集合，而 Gϕ 则表示
图 G 的每条边对应图 G 的无序顶点对。图 G 的度是

)(GV 任一定点与其关联的边的数目，我们用 )(vdG

表示。

二   赛程安排的图论模型

我针对 2002 建模题目，我们可以把这道题归类
为赛程安排。这是很典型的图论在实际问题中的应用。

问题 1：总共有 5 支球队在同一场地进行 10 场
比赛，如何安排赛程，才能对参加比赛的 5 支球队
尽可能公平呢？

为了解决这个问题，我们先给出竞赛图的定义：

定义 2：定义图 ）（ EVG ,= , 其中 V 是 n 支球
队的集合 }12,1,0{ −= nV ，， ，而，                      　　

即任意两个队伍有比赛就有一条连边，我们就称这

个图 G 为竞赛图。
定义 3：一共有 n 支球队进行比赛，只要每支

球队两场比赛之间都至少相隔 2
2

1
−



 +n

，我们就认为这

个赛程安排是完美赛。显然在这个题目中，5 支球队

互相有比赛，所以这个图的竞赛图为完全图 5K 。本
文我们给出这个题目求解简单介绍，为了大家理解
图论在数学建模中的应用。

建立模型和求解 当参赛队伍数目为 12 += mn ，
时，即为奇数时，在这个具体题目中， 5=m 。我们
有以下两个定理：

定理 3[2]：当 12 += mn ，竞赛图 12 +mK 可表示为
m 个边不重的哈密尔顿圈的并图。

定理 4[2]：当 12 += mn ，进行循环比赛时，存在
完美赛程。

对于 5 支球队的循环赛，根据我们给定的定理，
我们可以得住制定完美赛程的简单办法。第一步，

写 出 5K 的 2 个 边 不 重 复 哈 密 尔 顿 圈 21,CC , 如 下：
}4,3,4,2,1,0{1 =C ； }4,4,1,3,2,0{2 =C 。

接 下 来， 我 们 对 哈 密 尔 顿 圈 进 行 编 号，              

　　　　　　　，我们也对 2C 做同样的编号。我们可以

得到 21,CC 的编号为 :

C1=(1,4,2,5,3);C2=(6,9,7,10,8)
将他们用矩阵表示：
                                  

将赛程按照哈密尔顿圈 mCCC ,,, 21  分成若干
轮，一支球队如果出场次数越往后越有利。根据这
一指标，可以给出衡量某支球队赛程优劣指标。

三   哈密尔顿图的实际应用

定义 5[3] 图 G 中的哈密尔顿圈是指恰好经过每
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个顶点一次的闭路径。
问题 6 在全国大学生数学建模比赛中，有一道

很典型的销售员最佳回路问题，具体题目是关于巡
视某地灾情。只是把销售员最佳回路问题用另外一
个方式进行表达。销售员最佳回路问题本质就是找
出最小哈密尔顿圈问题。问题是某县在夏季发生水
灾，相关负责人进行走访查看灾情。起点是县政府，
然后去往各村，最后回到县政府。如果有三个小组
去查看灾情，怎样规划路线，才能做到总路程最短，
且花费时间最少。

建立模型和求解 我们已知图 ( ),G V E= ，构造出
以 V 为顶点集的完备图 ( , )G V E′ ′ ′= ， ,x y 两个顶点
最短路的权， ( , ) ( , )Gx y d x yω = 。这里我们需要说明
一点的是 G′中最优哈密顿圈与赋权图中销售员最佳
回路问题等价。下面给出相关算法 :

（1）在最原始图 G 中，我们先找到一个哈密顿
尔圈。

（2）求解图 G 任意两点的最短路径，运用公式
( , ) ( , )Gx y d x yω = 。

（3）在 G′任意找到一个哈密顿尔圈。
（4）运用对角线算法，可以计算出最初的哈密

顿尔圈。
（5）得到哈密顿尔圈，可以进行优化。
（6）重复（5）步骤，直到找到权值最小的哈密

尔顿圈。
这是解决这类销售员最佳回路问题的一种方法 ,

称为 Dijkstra 算法。它适用于求解赋权图两点之间
最短路径。

四   最小生成树的图论模型

问题 7 有一个石油公司，在多地建立储存站，
公司打算建立管道把各个地方的储存站连接起来。
如果两个储存站能修管道，两地就可以确定一个边。
边上数字代表修管道所需的费用。如何修建管道才
是最优建法。

建立模型和求解 分析可知这种问题对应的图是
一个连通图 , 并且每条边上都有权值，是赋权图。求
解这类问题的方法是找出原图的一个连通子图 , 考虑
实际问题，我们要求的这个子图顶点必须全部含有，
只是比原图少部分边。我们要找的这个子图肯定是
连通的，是不含回路的。不含回路的图，我们称之
为树。很明显，从树的定义就可以知道，树的顶点
的度只分为两种，一种顶点的度数恰好为 1，形象的
称它为悬挂点。另一种顶点我们称为割点，很明显
它的度大于 1，如果去掉树中任一割点，树就会不连
通。

定理 8 子图是生成树的充要条件是有 1n − 条边

并且没有回路。
修建管道的问题就可以转化为在图中找到权值

最小的树 , 如果找到权值最小的树，很明显修建管道
就是最省的。这就相当于求解最小生成树。所以我
们下边给出求解最小生成树的算法：

（1）标明所有边的权值，并且按照从小到大进
行排序。（2）任意选定第一条边。（3）再找下一条边，
找下一条边的依据是不和上一条边构成回路。（4）
重复（3）步骤，直到找到 1n − 条边 , 结束。

这就是在图中寻找最小生成树的算法，众所周
知，这种算法被称为 Kruskal 算法，也被称为贪婪算法。

五   网络最大流

我们介绍一类新的图，图 G 每条边上都赋予一
个方向，就构成有向图。

定义 9 ( , )G V E= 有向图，在V 中有一个源点 sv ，
有汇点 tv 。任意弧上对应一个实数 ijC ，这是这条弧
上能通过的最大量，称为容量。而实际通过该弧的量，

称为流量。用 ijF 表示。而集合 { }ijF F 是网络 G 的一
个流。

定义 10 可行流要满足以下条件：（1）对任意一

条弧 i jv v 都有 0 ij ijF C≤ ≤ 。（2）对中间任意顶点 kv 都
有 ik kjf f=∑ ∑ ，即中间某个点的输入量等于输出量。

问题 11 有向图 G , 共有 n 个点， m 条边，有
最高点 hv 和最低点 lv 。弧的方向都是由高点指向低
点 , 图中任意一点，都存在 hv 到该点，该点到 lv 的弧。
要求使用尽可能少的路径从 hv 到 lv 并且覆盖图中所
有的边。

建立模型与求解 分析得出这类问题很明显是网
络流问题，题目中要求路径覆盖所有边，并且路径
数目最少 , 这就要求每条路径的流量大于等于 1，说

明路径通过这条弧 , 并且要求从源点 hv 流出来的总
流量最小。我们给出以下算法：

（1）首先用朴素的增广路算法求出可行流。
（2）在（1）的基础上，再从汇点到源点找到一

条最大的可行反向流。
能否找到增广路是解决这类网络流问题的关键

所在，并且经过有限次之后，能够得出答案。网络
最大流算法应用广泛，例如在运输容量确定下，给
出 运 输 方 案 等。 需 要 说 明 的 是，1956 年 Ford 和
Fulkson 已经给出求最大流的 2F 算法。

六   小结

图论是数学一个很重要的分支，有着极其广泛
的应用。学好图论，用好图论，必须联系生活实际，
建立模型，利用图论相关知识去解决实际问题。针
对比赛中出现的越来越多与图论相关的实际问题。

（下转第193页）
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质的强大技术，该表征技术可利用电位滴定进行解
离常数分析，利用络合常数进行物种分析，让我们
获得了极有价值的新配体与核素的络合能力及在生
理环境下形成的物种数据，对于研究一个新材料是
否具有去除放射性核素的能力具有重要的导向意义。
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图 1   铀酰与 EDTA 的物种分布图

说明图论在处理实际问题方面有了较大的发展。除
了本文所列举的在数学建模比赛中比较常见几类图
论问题，还有如图的染色、欧拉公式、DMP 平面性
算法等。

当然除了本文所引用例证，大学生数学建模竞
赛中还有很多关于图论的问题，如 2004 年奥运会临
时超市网店问题、2007 年乘公交问题、2011 交巡警
服务平台的设置与调度问题。

相信随着科学技术的进步，图论会有更加迅速的

发展，而图论的发展也会促进其他科学技术的发展。
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三   开展闲暇教育的成效

通过闲暇教育，学生将成为时间的主人，学生
既学会如何科学管理时间，又明确自己在闲暇各个
时间内应该做什么，明确自己的学习发展目标，学
习发展计划详细具体科学，实现目标的方式方法又
保证了学校的各类活动丰富多彩，管理有序。学生
通过参加各类活动，在多元化的活动和教育中得到

了自我完善和发展，学生的闲暇生活充实、有意义、
有价值，所有学生的知识和技能得到提升，综合能
力及素质实现全面综合发展。 
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