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摘 要　应用分离变量法�得到了一类一阶微分方程初值问题 u′（t） ＝ b（t） f （u（t））�t ＞0�u（0） ＝0存在无穷
多个解的充分必要条件．并给出了全部解．
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一阶常微分方程初值问题

u′（t） ＝ u（t）�t ＞0�u（0） ＝0 （1）
是一阶非线性常微分方程的基本问题［1－3］ �求解方法
就是通常的分离变量法．然而�无论是在本科生常微
分方程教学中还是在研究生微分方程定性理论教学

中�学生都会出现这样的问题：仅仅得到了问题（1）
的两个解�即平凡解

u ≡0
和正解（当 t ＞0时�u（t） ＞0）

u（t） ＝ 14t2�t ＞0�

而忽视了这样的无穷多个非负解：对任意的 c ＞0�

uc（t） ＝
0� 0≤ t ≤ c�
14（t－ c）2�　t ≥ c．

这就是微分方程中非常有名的例子．在平凡解和正解
围成的区域中任取一点�都有问题（1） 的解经过该
点�即解充满了该区域．

出现上述问题的原因应该在于�学生没有真正理
解微分方程初值问题“解” 的定义和几何意义�而仅仅
将问题（1）的求解作为应用分离变量法的一个例子．

以下应用分离变量法�得到了一类较一般的一阶
常微分方程初值问题

u′（t） ＝ b（t） f （u（t））�t ＞0�u（0） ＝0 （2）
的所有无穷多个解．

定理1　设 b和 f 分别满足

（b1）　b ∈ C（0�∞）�∫1
0b（s）d x ＜ ∞�

（f1）　 f ∈ C［0�∞）�f（0） ＝0�f（s） ＞0�∀s＞0．
则问题（2）存在无穷多个解的充分必要条件是 f满足

∫1
0

d x
f （s） ＜ ∞． （3）

注　问题（2）的解属于C ［0�∞） ∩C1（0�∞）．而
当 b ∈ C ［0�∞）时�解属于 C1［0�∞）．

证明　明显地�u ≡0是平凡解．
充分性　先求解正解．由（3）�应用分离变量法�

并对 s从0到 t积分�可得

∫u（t）

0
dv

f （v） ＝∫t

0b（s）ds�t ＞0．

因此�
u（t） ＝φ（B（t））�t ＞0．

这里�

B（t） ＝∫t

0b（s）ds�t ＞0�

而φ表示

Γ（τ） ＝∫τ

0
dv

f （v）�τ≥0
的反函数�即φ满足

∫φ（x）

0
dv

f （v） ＝ x�x ≥0�

或者

φ′（x） ＝ f （φ（x））�
φ（x） ＞0�x ＞0�φ（0） ＝0．

再求非负解．对任意的 c ＞0�由（3）和
uc（c） ＝0�

对方程（2）应用分离变量法�并对 s从 c到 t积分�可得

∫uc（t）

0
dv

f （v） ＝∫t

c
b（s）ds ＝

B（t） － B（c）�t ＞ c．
uc（t） ＝φ（B（t） － B（c））�t ＞ c．

因此�非负解是

uc（t） ＝ 0� 0≤ t ≤ c；
φ（B（t） － B（c））�t ≥ c．

必要性　用反证法．若
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∫1
0

ds
f （s） ＝ ∞．

既然问题（2）的解单调非减�设 u1是问题（2）的任一
非凡解�即存在 t1 ≥0�使得

u1（t） ＝0�t ∈ ［0�t1］；
u1（t） ＞0�t ＞ t1．

对任意的ε＞0�由（f1）和（b1）�对方程（2）应用分离
变量法�并对 s从 t1＋ε到 t 积分�可得

∫u1（t）

u1（t＋ε）
dv

f （v） ＝∫t

t1＋ε
b（s）ds ≤ B（t）�

t ≥ t1＋ε．
令ε→0�得到

∫u1（t）

0
ds

f （s） ≤ B（t） ＜ ∞�t ＞ t1．

与假设矛盾．因此必要性得证．定理证毕．
例1当 f （s） ＝ sp �p ∈ （0�1）时�

Γ（τ） ＝ τ1－p

1－ p�τ＞0�

φ（x） ＝ （（1－ p）x）
11－p �x ＞0．

问题（2）的全部解分别包括：
u ≡0�

u（t） ＝ （（1－ p）B（t））
11－p �t ≥0�

uc（t） ＝
0� 0≤ t ≤ c；
（（1－p）（B（t）－B（c）））

11－p �t ≥ c＞0．
例2　当 f（s） ＝（s＋1）（ln（s＋1））p�p ∈（0�1）时�

Γ（τ） ＝ （ln（τ＋1））1－p

1－ p �τ＞0�

φ（x） ＝ exp ［（（1－ p）x）
11－p ］ －1�x ＞0．

问题（2）的全部解是
u ≡0�
u（t） ＝ exp ［（1－ p）B（t）

11－p ］ －1�t ≥0�

uc ＝
0� 0≤ t ≤ c；
exp［（（1－p）（B（t）－B（c）））

11－p ］－1�t ≥c＞0．
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Multi-solutions to a Class of First Order
Ordinary DE with Initial Value

WANG Hai Ling�Z HANG Zhi Jun
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Abstract：　From the variable-separating method and inverse function theorem�a sufficient and

necessary condition for the existence of infinitely many solutions to a class of first order ordinary
differential equations�u′（t） ＝ b（t） f（u（t））（t ＞0）�with initial value�u（0） ＝0�is derived．Some
examples are show here and their all solutions are given．
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《华罗庚文集》在京首发
中科院数学研究所和科学出版社2010年5月29日在北京中关村图书大厦举办《华罗庚文集》新书首发

式�以此纪念我国著名数学家华罗庚先生诞辰100周年．
华罗庚是我国在世界上最有影响的数学家之一�是我国解析数论、典型群、矩阵几何学、自守函数论与多

复变函数等研究的创始人与奠基者．《华罗庚文集》由科学出版社出版�全书共9卷�包括数论3卷、代数2卷、
多复变函数论2卷、应用数学2卷．该书获得了国家出版基金支持�王元院士、万哲先院士、陆启铿院士、杨乐
院士等多名数学学者曾参与编纂工作．

华罗庚先生的弟子万哲先院士、中科院数学所所长周向宇、中科院华罗庚数学研究中心主任杨德庄等出
席了首发式�并从科研、育人等方面介绍了华罗庚的卓越贡献．杨德庄同时还谈到�华罗庚不仅在学术领域贡
献卓著�并且也拿出很大一部分精力去做科普工作�不过遗憾的是�像华罗庚这样“大师型” 的科普工作者为
数甚少．
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