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摘要: 研究三阶微分方程模型的混沌性判据．研究方法主要采用待定系数法，讨论了三阶
微分方程模型的同宿轨、异宿轨的存在性，以及对于不同参数其存在不同意义下的混沌吸
引子．在理论分析过程中，结合什尔尼科夫引理验证其有斯梅尔马蹄映射意义下的混沌．
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混沌是一个非常有意义的非线性现象，在过去的几十年中被广泛地研究．在物理、化学、能源、工程甚至
工业中许多问题，可以归结为具有鞍焦型同宿轨、异宿轨的三阶微分方程．对于这一类系统，通过巧妙构造空
间的基，可以建立二维庞加莱映射，那么什尔尼科夫方法就是用来判断这类系统的二维庞加莱映射具有斯梅

尔马蹄变换的解析方法之一．按照动力学系统理论，如果一个平面映射存在斯梅尔马蹄变换，这个映射就具
有反映混沌属性的不变集．
近几十年来，什尔尼科夫方法应用得到了一些进展，对于一类特定的三阶常微分方程和一些二维或三维

映射，也建立了相应的什尔尼科夫方法，但是因为在三维相空间证实存在鞍焦型同宿轨、异宿轨是一件极为
困难的工作，所以直到现在，还没有得到广泛地应用．
本文主要研究三阶微分方程模型的混沌性判据．研究方法主要采用待定系数法．特别地，得到的结果是

三阶微分方程模型有 2 种类型的轨:什尔尼科夫意义下的异宿轨和同宿轨．在数值分析的推导过程中，我们
给出了轨道的代数解析表达式并验证了它们的一致收敛性．根据什尔尼科夫引理，很清晰地得到三阶微分方
程模型本质上是伴有斯梅尔马蹄映射意义下的混沌．
这里引入一个三阶微分方程模型 ( 1 ) ，是由 ZHENG and CHEN［1］所提出的，其区别于广义的洛仑兹

( LOＲENZ) 系统［2 － 3］．从另一方面，该系统可以在吕系统［4］和陈系统［5］之间建立一个依据参数的拓扑连接空
间．在本文的下一步工作中我们采用了进一步简化后的微分方程模型:

x1 = a( x2 － x1 ) ，
x2 = dx1 + cx2 － x1x3，

x3 = x1x2 － bx3
{

，

( 1)

这里，a，b，c，d是参数．当( a，b，c，d) 等于( a，b，－ 1，d) ，( a，b，c，c － a) ，( a，b，c，0) 时，系统( 1) 分别对应的就

是洛仑兹系统，陈系统，吕系统．以参数 a = 63，b = 103 ，c = 31，d = 35 为例，针对参数 c 的分岔图见图 1．很明

显，系统在 30 ＜ c ＜ 35 之间产生分岔．
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1 预备知识
对于三阶自治系统

dx
dt = f( x) ，t∈ 瓗，x∈ 瓗 3 ． ( 2)
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图 1 分岔图
Fig． 1 The bifurcation map

这里，映射 f( x) : 瓗 3→瓗 3 ．
我们假设 xe∈瓗

3 是系统( 2) 的平衡点．如果系统矩阵 A =Df在平衡点 xe 处的特征值满足如下的形式:

γ，σ ± iω; σγ ＜ 0，ω≠ 0 ，
这里的 γ，σ，ω都是实数，那么 xe 被称为双曲的鞍焦点，而连接鞍点的轨线有 2 种情况:
( 1) 同宿轨:当 t→ + ∞时，轨线趋于同一鞍点．
( 2) 异宿轨:当 t→ － ∞时，轨线趋于 2 个不同的鞍点．
下面介绍什尔尼科夫定理．
引理 1［6 － 7］ ( 什尔尼科夫异宿轨定理) 假设对已知的系统( 2) 有 2 个不同的鞍焦型平衡点 x1e和 x2e，对于

不同的平衡点系统的线性化矩阵 A = Df 分别对应的特征值为: γk，σk ± iωk ( k = 1，2) ;如果它们还满足如下
的什尔尼科夫不等式:

| γk | ＞ | σk | ＞ 0，k = 1，2，
σ1σ2 ＞ 0，γ1γ2 ＞ 0．

同时假设存在一条异宿轨连接 x1e和 x2e，那么:
( 1) 在异宿轨的邻域内定义的什尔尼科夫映射具有离散系统中可数列的斯梅尔马蹄映射;
( 2) 系统( 2) 具有斯梅尔马蹄变换意义下的混沌．
引理 2［6 － 7］ ( 什尔尼科夫同宿轨定理) 假设对已知的系统( 2) 有 1 个鞍焦型平衡点 xe，对于平衡点系统

的线性化矩阵 A =Df对应的特征值为: γ，σ ± iω;如果它们还满足如下的什尔尼科夫不等式:
| γ | ＞ | σ | ＞ 0，

同时假设存在一条异宿轨连接 xe，那么:

( 1) 在同宿轨的邻域内定义的什尔尼科夫映射具有离散系统中可数列的斯梅尔马蹄映射;
( 2) 系统( 2) 具有斯梅尔马蹄变换意义下的混沌．
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2 理论分析
2. 1 异宿轨的存在性
根据文献［8］，本文将其结果做了修正．

首先，系统( 1) 关于平衡点 x1e = ( b( d + c槡 ) ， b( d + c槡 ) ，d + c) 有如下的线性化形式:
x1
x2
x









3

= A
x1
x2
x









3

， ( 3)

这里

A =
－ a a 0

－ c c － b( d + c槡 )

b( d + c槡 ) b( d + c槡 )









－ b

． ( 4)

那么雅克比矩阵 A的特征值代数表达式为:
λ3 + ( a － c + b) λ2 + b( a + d) λ + 2ab( c + d) = 0． ( 5)

令 λ = u － 1
3 ，得到: u

3 + pu + q = 0．

这里

p = ac － ( a + c) 2
3 ，q = 2( a + c) 2

27 － ac( a + c)
3 + 2abc， ( 6)

Δ = ( q2 )
2 + ( p3 )

3，

α1 =
3

－ q
2 + 槡槡 Δ +

3

－ q
2 － 槡槡 Δ，

β1 = － 1
2

3

－ q
2 + 槡槡 Δ +

3

－ q
2 － 槡槡( )Δ











 ．

( 7)

根据特征方程法，例如给出参数 a = 63，b = 10
3 ，c = 31，d = 35，通过计算可以得到: λ1 = － 17. 561 4，λ2，3 =

2. 530 7 ± 10. 367 3i，其满足引理 1 的条件．
其次，根据系统( 1) ，可以得到:

x2 = x1 +
x1
a，

x3 = c + d +
( c － a) x1 － ẍ1

ax1
，

d
dt (
( c － a) x1 － ẍ1

x1
) + b
( c － a) x1 － ẍ1

x1
－ ax21 － x1 x1 + ab( d + c) = 0． ( 8)

如果 x1 ( t) 被求出，那么相应的 x2 ( t) ，x3 ( t) 也可以得到相应的结果，那么去寻求异宿轨的代数表达式
变为去寻求一个方程 φ( t) 使得 x1 ( t) = φ( t) 满足如下的条件:

φ( t) → γ，t→+ ∞， φ( t) →－ γ，t→－ ∞ ;
φ( t) → γ，t→－ ∞， φ( t) →－ γ，t→+ ∞ ;

( 9)

不失一般性，我们假设当 t→ + ∞时，从 x1e到 x2e ;当 t→ － ∞时，从 x2e到 x1e ．
下面假设，对于 t ＞ 0，

φ( t) = － γ +∑
∞

k = 1
ake

kαt， ( 10)

这里 α ＜ 0 是个待定常量，ak ( k≥1) 是待定系数．因为:

1 = φ( t) 1
φ( t)

= ( － γ +∑
∞

k = 1
ake

kαt ) ( － 1
γ

+∑
∞

k = 1
Bke

kαt ) ， ( 11)
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这里: B1 = － 1
γ2a1，Bk =

1
γ
( － 1

γ
ak + ∑i + j = k

aiBj ) ，i≥1，j≥1，k ＞ 1．

根据比较 ekαt ( k≥1) 的系数，得到:
对于 n = 1:

a1［α( α + a － c) ( α + b) + b( d + c) ( α + 2a) ］ = 0． ( 12)
对于 n≥2:

an = 1
ω( nα) － γ∑

i +j = n
( a + jα) ai × aj － α( nα + b)∑

i +j = n
bi × c[ ]j ． ( 13)

这里

ω( nα) = ( nα) 3 + ( α + b － c) ( nα) 2 + b( a + d) ( nα) + 2ab( c + d) = 0，
bi = i( iα + a － c) ai，

cj = ∑
( l1，…，lj) ∈Sj

∏
j

k = 1

ak

槡
( )b

lk (∑ j

k = 1
k) !

∏ j

k = 1
( lk ) !











 ，

( 14)

其中:

Sj = { ( l1，…，lj ) | l1 ≥ 0，…，lj ≥ 0，∑
j

i = 1
i × li = j} ．

这里假设 a1≠0，反之可推导出当 k ＞ 1 时，ak = 0．比较式( 5) 和( 11) ，发现 n = 1 时得到的结论就是系统关于
平衡点线性化雅克比矩阵的特征多项式．因此 ak 完全由 α，a1 及系统里的参数确定且有如下的形式:

ak = φka
k
1，k ＞ 1． ( 15)

上面的讨论是关于 t ＞ 0 的情况，下面考虑 t ＜ 0 时的情况．
由系统的对称性，已知 φ( t) 是方程( 8) 的一个解，那么 － φ( － t) 也是它的解．所以，

φ( t) = γ －∑
∞

k = 1
ake

－kαt，t ＜ 0． ( 16)

根据解的连续性可知: ∑
∞

k = 1
ak = γ．

如果参数 a，b，c，d满足一些条件，比如 a = 63，b = 103 ，c = 31，d = 35，系统就有一条连接 x1e和 x2e的异宿轨

并且有如下的形式:

φ( t) =

γ +∑
∞

k = 1
ake

kαt， t ＞ 0，

0， t = 0，

γ －∑
∞

k = 1
ake

－kαt， t ＜ 0











 ，

( 17)

现在一个自然的问题出现: a1≠0，那么 a1是否存在?

下面考虑这样的代数方程: F( a1 ) = φna
n
1 + φn － 1a

n － 1
1 +… + a1 － γ = 0．显然，F( 0) = － γ ＜ 0．当 n 和 a1足

够大时，可以推导出 F·( a1 ) ＞ 0，这隐含着方程至少有一个实根．以上述的参数为例，通过计算机数值计算，得
到当 n ＞ 35 时，a1 = 14. 535 8．
经上述的分析推导，可以得知 a1 是存在的，同时也可以算出 ak ( k = 2，3，…) ．
在上面工作的基础上，下面给出本研究的第一个结论．
定理 1 假设 b( d + c) ＞ 0，根据引理 1 和上述的数值分析，如果满足下列不等式:

α1 + β1 ＜ 2( a + b － c)
3 ，

那么系统( 1) 有异宿轨存在，并且该系统是斯梅尔马蹄意义下的混沌．

推论 1 假设参数以 a = 63，b = 103 ，c = 31，d = 35 作为实例，可以计算出: α1 = － 31. 044 0，β1 = 15. 522 0．

142



烟台大学学报(自然科学与工程版) 第 29 卷

根据定理 1 可以得到:

α1 + β1 = － 15. 522 0 ＜ 2( a + b － c)
3 = 23. 555 6

2. 2 同宿轨的存在性
根据文献［8］，本文将同宿轨存在性作了研究，得到如下结果．
首先，系统( 1) 关于平衡点 x3e = ( 0，0，0) 有如下的线性化形式:

x1
x2
x









3

= A
x1
x2
x









3

， ( 18)

这里

A =
－ a a 0

d c 0
0 0 － b










． ( 19)

那么雅克比矩阵 A的特征值代数表达式为: ( λ + b) ( λ2 + ( a － c) λ － ad － ac) = 0．
根据上述类似的讨论，我们假设 φ( t) →( 0，0，0) ，t→ + ∞ ;
下面假设，对于 t ＞ 0，

( t) = ∑
∞

k = 1
dke

kβt， ( 20)

这里 β是待定常量，dk ( k≥1) 是待定系数．因为:

1 = ( t) 1
( t)

= (∑
∞

k = 1
dke

kβt ) (∑
∞

p = －1
cpe

pβt ) ， ( 21)

其中:

c－1 = － 1
d1
，

c0 = －
d2

d1
，

c1 = －
d3c－1 + d2c0

d1
，

……

cp = －
∑

i +j = p+1
dicj

d1
，i≥ 1，j≥－ 1

















 ．

( 22)

根据比较 ekβt ( k≥1) 的系数，得到:
对于 n = 1:

β
d1
( β + b) ［2( 2β + a － c) d2 + f2］ = β

d1
( β + b) ( 3β + a － c) d2 = 0，

对于 n≥2:
β
d1
( nβ + b) ［( n + 1) ( ( n + 1) β + a － c) dn+1 + fn+1］+∑

i +j = n
( a + iβ) didj = 0，

其中: fn = ∑
i +j = n

i( iβ + a － c) di+1ej，

ej = ∑
( l1，…，lj) ∈Ｒj

∏
j

k = 1

－ dk+1

d( )
1

lk ∑
j

k = 1
( )k !

∏
j

k = 1
( lk ! )
，

所以，kβ + b≠0，kβ + a － c≠0，可以推导出: d2k = 0，k≥2．
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如果参数 a，b，c，d满足一定条件，如 a = 63，b = 103 ，c = 31，d = 35 时，系统就有一条连接 x3e的同宿轨且有

如下的形式:

( t) =

∑
∞

k = 1
d2k+1e

kβt， t ＞ 0，

0， t = 0，

－∑
∞

k = 1
d2k+1e

－kβt， t ＜ 0











 ．

( 23)

由以上的讨论，容易得到下面的定理:

定理 2 假设 b( d + c) ＞ 0，根据引理 2 和上述的数值分析，如果满足下列不等式:
kβ + b≠ 0，kβ + a － c≠ 0，

那么系统( 1) 有同宿轨存在，并且该系统是斯梅尔马蹄意义下的混沌．

3 结 论
基于什尔尼科夫引理，我们通过数值分析、计算和待定系数法，证实了系统异宿轨、同宿轨的存在性，给

出了系统参数应满足的条件，从而保证存在斯梅尔马蹄意义下的混沌．但是这些条件只是混沌吸引子存在的
一个充分条件，而不是必要条件．当然，在给出异宿轨、同宿轨的数学解析表达式后，其收敛性有待进一步证
明，这是本文后续将展开的工作．

参考文献:

［1］ZHENG Z H，CHEN G． Existence of heteroclinic orbits of the Sil’nikov type in a 3-D quadratic autonomous chaotic system［J］．
Electronic Power Energy System，1999，21: 375－393．
［2］LOＲENZ E N． Deterministic nonperiodic flow［J］． Journal Atmos Science，1963，20: 130－141．
［3］SPAＲＲOW C． The Lorenz Equations: Bifurcations，Chaos，and Strange Attractors［M］． New York: Spring-Verlag，1982．
［4］L J，CHEN G． A new chaotic attractor coined［J］． International Journal of Bifurcation and Chaos，2002，12: 659．
［5］CHEN G，UETA T． Yet another chaotic attractor［J］． International Journal of Bifurcation and Chaos，1999，9: 1465．
［6］SIL’NIKOV L P． A case of the existence of a countable number of periodic motions［J］． Sov Math Docklady 6: 163－166．
［7］SIL’NIKOV L P． A contribution of the prob lem of the structure of an extended neighborhood of rough equilibrium state of saddle-
focus type［J］． Math USSＲ Shornik 10: 91－102．
［8］WANG J W，ZHAO M C． Sil’nikov-type orbits of Lorenz-family systems［J］． Physica A，2007，375: 438－446．

Chaotic Criterion for Three-Order Differential Equation Model

SUN Feng-yun，WANG Zhi-feng

( School of Mathematics and Information Sciences，Yantai University，Yantai 264005，China)

Abstract: Numerical analysis for nonlinear chaotic Lorenz-type System is considered which exhibits different chaot-
ic attractors with different eqilibrias for some parameters． The existence of heteroclinic orbits and homoclinic orbits
of Sil’nikov type in a chaotic system is proved by using the undetermined coefficient method． As a result，the
Sil’nikov criterion guarantees that the system has Smale horseshoes．
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