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１　引言

　　在数理统计中，下述定理及其一系列推论是一

元正态总体统计推断的基础，然而对此定理的证明

教材中鲜有涉及．本文依托多元正态分布的性质，

提供三种证明方法．首先介绍要证明的基本定理：

定理１　 设 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘ（ ）ｎ 是取自正态总体

Ｎ μ，σ（ ）２ 的容量为ｎ的简单随机样本，则

（１）珡Ｘ ～Ｎ（μ，
σ２
ｎ
）；

（２）ｎ　－（ ）１　Ｓ２

σ２ ～χ
２　ｎ　－（ ）１ ，其中Ｓ２ ＝

∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－珡（ ）Ｘ　２

ｎ－１
；

（３）珡Ｘ 与Ｓ２ 相互独立．
无论是假设检验中拒绝域的确定还是区间估

计中枢轴量的寻找，上述定理都起到关键作用．以

区间估计为例，已知总体方差σ２，求均值μ的区间估

计时，直观上希望从其点估计珡Ｘ 出发得到一个随机
区间．为此需要寻找一个基于珡Ｘ 的枢轴量，要求此
随机变量含有未知参数μ并且其分布必须是完全已
知的．由定理的结论（１）知，将珡Ｘ标准化以后得到的

槡ｎ 珡Ｘ－（ ）μ
σ
满足上述两个要求，由此出发即可得到

μ的区间估计．

２　 三种证明方法

　　 本节我们将给出定理１的三种证明方法．事实
上，定理１的结论（１）可由下述多元统计中的基本性
质直接得出．

性质１［１］　 设随机向量Ｘ～Ｎｐ（μ，∑），∑ ≥

０，Ｂ是ｎ×ｐ任意实矩阵，令Ｙ＝ＢＸ，则Ｙ～Ｎ（Ｂμ，

Ｂ∑Ｂ′）．
性质１告诉我们正态随机向量经过线性变换后

所得向量仍服从正态分布．因此对定理１的结论

（１），取常数矩阵Ｂ＝ １ｎ１′ｎ×１
，其中１ｎ×１ 表示各分量

均为常数１的ｎ维列向量，由性质１即得证．对定理１
中的结论（２）和（３）我们提供以下三种方法，由于一
般正态随机变量经过标准化即服从标准正态分布，

因此我们只需证明对标准正态分布结论成立即可．
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２．１　 方法一

由卡方分布的定义知，ｎ个相互独立的标准正
态随机变量的平方和所服从的分布即为自由度为ｎ
的卡方分布．基于此，我们采用一个特殊的正交变
换，将 ｎ－（ ）１　Ｓ２ 表示成变换后所得向量的ｎ－１个
分量的平方和，证明结论（２），而珡Ｘ 只跟另外一个分
量有关，从而结论（３）得证．详细证明过程如下：

方法一证明（２）　 先构造一个正交阵，它的第
一行是经过单位化的１１×ｎ 向量，此正交阵记为Ｔ，

Ｔ＝

１
槡ｎ

… １
槡ｎ

… …

烄

烆

烌

烎… … ｎ×ｎ

．

令Ｙ ＝ Ｙ１，…，Ｙ（ ）ｎ′ ＝ ＴＸ， 其 中 Ｘ ＝
Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘ（ ）ｎ′，由性质１知，Ｙ～Ｎｎ（０，Ｉ），即变
换后得到的随机向量各分量仍服从标准正态分布

并且仍然保持了独立性．经过计算，易得

Ｙ１ ＝槡ｎ珡Ｘ，

∑
ｎ

ｉ＝２
Ｙ２ｉ ＝∑

ｎ

ｉ＝１
Ｙ２ｉ －Ｙ２１ ＝∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２ｉ －ｎ珡Ｘ２

＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－珡（ ）Ｘ　２ ＝ （ｎ－１）Ｓ２．

即

珡Ｘ ＝ １
槡ｎ
Ｙ１， （２．１．１）

（ｎ－１）Ｓ２ ＝∑
ｎ

ｉ＝２
Ｙ２ｉ． （２．１．２）

由于Ｙ ～ Ｎｎ（０，Ｉ），其各分量相互独立，故Ｙ１ 与

∑
ｎ

ｉ＝２
Ｙ２ｉ 相互独立，结合（２．１．１）与（２．１．２）得到珡Ｘ与

（ｎ－１）Ｓ２ 独立．
（３）由（２．１．２）知（ｎ－１）Ｓ２可以表示成ｎ－１个独立
的标准正态随机变量的平方和，由卡方分布的定义
即可得（ｎ－１）Ｓ２ ～χ

２　ｎ－（ ）１ ．　　□

２．２　 方法二

方法二的证明依赖下述两个性质：

性质２［１］　 设Ａｎ×ｎ 对称，Ｘ ～ Ｎｎ（０，Ｉ），那么

Ｘ′ＡＸ ～χ
２（）ｋ Ａ幂等，ｒ（Ａ）＝ｋ．

性质３［１］　 设Ｘ～Ｎｎ（μ，Ｉ），Ａ为ｎ×ｎ对称阵，

Ｃ为ｍ×ｎ矩阵．若ＣＡ＝０，则ＣＸ和Ｘ′ＡＸ相互独立．
从形式上看，珡Ｘ 及（ｎ－１）Ｓ２实际上是正态向量

的线性型和二次型，性质２给出了二次型服从卡方
分布的充要条件，性质３给出了二者相互独立的一
个充分条件，因此我们只需验证这些条件是否满足

即可．证明过程如下：

方法二证明（２）　 观察到∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－珡（ ）Ｘ　２ 实际上

是样本Ｘ＝ Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘ（ ）ｎ 的二次型，受性质２的启
发，只需验证二次型对应的矩阵是一个秩为ｎ－１的
幂等阵即可．我们首先推导二次型的标准表达形式．
令 　Ｚ＝ Ｘ１－珡Ｘ，…，Ｘｎ－珡（ ）Ｘ′，则

（ｎ－１）Ｓ２ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－珡（ ）Ｘ　２ ＝Ｚ′Ｚ，

而

Ｚ＝ Ｘ１，…，Ｘ（ ）ｎ′－１ｎ×１珡Ｘ ＝Ｘ－
１
ｎ１ｎ×１１′ｎ×１Ｘ

＝ （Ｉ－１ｎ１ｎ×１１′ｎ×１
）Ｘ，

从而

∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－珡（ ）Ｘ　２

＝Ｘ′（Ｉ－１ｎ１ｎ×１１′ｎ×１
）（Ｉ－１ｎ１ｎ×１１′ｎ×１

）Ｘ

＝Ｘ′（Ｉ－１ｎ１ｎ×１１′ｎ×１
）Ｘ，

上式即为得到的标准表达形式．

令Ａ＝Ｉ－１ｎ１ｎ×１１′ｎ×１
，易知Ａ是幂等阵，并且

ｒ（Ａ）＝ｔｒ（Ａ）＝ｔｒ（Ｉ－１ｎ１ｎ×１１′ｎ×１
）

＝ｔｒ（Ｉ）－１ｎｔｒ
（１ｎ×１１′ｎ×１）＝ｎ－１，

由性质２结论得证．

（３）由于珚Ｘ＝１ｎ１′ｎ×１Ｘ
，（ｎ－１）Ｓ２＝Ｘ′ＡＸ，而１′ｎ×１Ａ＝

１′ｎ×１（Ｉ－１ｎ１ｎ×１１′ｎ×１
）＝１′ｎ×１－１′ｎ×１ ＝０，由性质３

结论得证．　　□

２．３　 方法三

注意到∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘ２ｉ可以分解成ｎ珚Ｘ２与∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－珚（ ）Ｘ　２之

和，即∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘ２ｉ ＝ｎ珚Ｘ２＋∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－珚（ ）Ｘ　２．易知∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘ２ｉ ～

χ
２（）ｎ ，ｎ珡Ｘ２ ～χ

２（）１ ，那么分解得到的第二个因子

∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－珡（ ）Ｘ　２ 是否仍服从卡方分布，两个因子的关

系如何？这两个问题的解答过程即为（２）与（３）的证
明．为此，我们首先引入下述性质：

性质４［１］　 设Ｘ～Ｎｎ（０，Ｉ），Ｘ′ＡＸ ＝Ｘ′Ａ１Ｘ＋
Ｘ′Ａ２Ｘ～χ

２（）ｋ ，Ｘ′Ａ１Ｘ～χ
２（）ｓ ，Ａ２ ≥０，则

（下转第４９页）

７４



第２０卷 第４期 　 王红军：有关最优分层抽样数的结论的证明

当总抽样数确定时，下面定理给出了最优分配

比例．

定理［１、２］　 假设σ２ｉ 和ｌｉ已知，总的抽样数为ｎ，

则当

ｎｉ＝ｎ ｌｉσｉ

∑
ｍ

ｉ＝１ｌｉσｉ
（２）

时，估计的方差达到最小为１
ｎ
（∑

ｍ

ｉ＝１ｌｉσｉ）
２．

证明 　 由（１）得

Ｖａｒ（^θ）＝∑
ｍ

ｉ＝１

ｌ２ｉ
ｎｉσ

２
ｉ ＝ｌ

２
１

ｎ１σ
２
１＋ｌ

２
２

ｎ２σ
２
２＋…＋

ｌ２ｍ－１
ｎｍ－１
σ２ｍ－１＋

ｌ２ｍ
ｎ－ｎ１－ｎ２－…－ｎｍ－１

σ２ｍ．

由Ｖａｒ（^θ）
ｎ１ ＝０可以解得

ｌ１σ１
ｎ１ ＝

ｌｍσｍ
ｎ－ｎ１－ｎ２－…－ｎｍ－１

．

同理由Ｖａｒ（^θ）
ｎ２ ＝０，Ｖａｒ

（^θ）
ｎ３ ＝０，…，Ｖａｒ

（^θ）
ｎｍ－１

＝０，

可以 解得

ｌ２σ２
ｎ２ ＝

ｌ３σ３
ｎ３ ＝

… ＝ｌｍ－１σｍ－１ｎｍ－１

＝ ｌｍσｍ
ｎ－ｎ１－ｎ２－…－ｎｍ－１

根据等比性质，则有

ｌ１σ１
ｎ１ ＝

ｌ２σ２
ｎ２ ＝

ｌ３σ３
ｎ３ ＝

… ＝ｌｍ－１σｍ－１ｎｍ－１

＝ ｌｍσｍ
ｎ－ｎ１－ｎ２－…－ｎｍ－１

＝∑
ｍ

ｉ＝１ｌｉσｉ
ｎ

故当抽样比例满足（２）时，估计的方差达到最小为

１
ｎ
（∑

ｍ

ｉ＝１ｌｉσｉ）
２．

合理的确定抽样数是分层抽样法中的一个关

键问题．基于比例的知识，本文研究并给出了有关

最优分配抽样比例结论的证明，为同学更好的理解

和掌握这一基本结论提供了一种思路、方法和参考．
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　　（１）Ｘ′Ａ１Ｘ ～χ
２　ｋ－（ ）ｓ ，（２）Ｘ′Ａ１Ｘ 和Ｘ′Ａ２Ｘ

相互独立，（３）Ａ１Ａ２ ＝０．

由性质４的证明过程知，如果将秩为ｋ的幂等

阵分解成两个矩阵之和，其中一个是秩为ｓ的幂等

阵另一个是非负定阵，那么非负定阵也是幂等阵且

秩为ｋ－ｓ，且分解所得两个矩阵之积为零矩阵；从

而对应的二次型均服从卡方分布自由度分别为ｓ与

ｋ－ｓ且二者相互独立．利用性质４我们得到定理１

的简洁证明．

方法三证明 　 我们首先得到分解式∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘ２ｉ ＝

ｎ珡Ｘ２＋∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－珡（ ）Ｘ　２．事实上

　∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘ２ｉ ＝∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－珡Ｘ＋珡（ ）Ｘ　２

＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－珡（ ）Ｘ　２＋ｎ珡Ｘ２－２珡Ｘ∑

ｎ

ｉ＝１

（Ｘｉ－珡Ｘ）

＝ｎ珡Ｘ２＋∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－珡（ ）Ｘ　２，

进而将其表达成矩阵形式

∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘ２ｉ ＝Ｘ′１１′ｎＸ＋Ｘ′

（Ｉ－１１′ｎ
）Ｘ．

易知

ｎ珡Ｘ２ ～χ
２（）１ ，　 由∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－珡（ ）Ｘ　２ ＝Ｘ′（Ｉ－

１１′
ｎ
）Ｘ≥０得到Ｉ－１１′ｎ ≥０，

利用性质４知∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－珡（ ）Ｘ　２ ～χ

２　ｎ　－（ ）１ 且珡Ｘ２ 与

∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－珡（ ）Ｘ　２ 相互独立，进而珡Ｘ 与∑

ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ－珡（ ）Ｘ　２

相互独立，定理的（２）与（３）同时被证明．　　□
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