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　 　 【摘要】针对牙膏销售量问题，本文改进了回归分析模

型，建立了微分方程模型进行销售量的预测，最后给出了灵

敏度分析和稳定性分析．
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一、引　 言

在姜启源、谢金星、叶俊编著的《数学建模》 ［１］ （第四

版）的第十章中，提出了牙膏销售量问题．已知的数据包括

三部分：某厂家的价格与其他厂家的价格差，广告投入，牙

膏销售量．问题要求建立预测牙膏销售量的数学模型．书中

针对已知数据进行分析，如下图 １－２ 所示，销售量和价格差

成线性关系，销售量与广告费用成二次函数关系．

图 １　 销售量与价格差散点图（线性关系）

图 ２　 销售量与广告费散点图（二次关系）

基于以上的数据分析，书中建立了销售量 ｙ 与价格差

ｘ１、广告费用 ｘ２ 之间的多元线性回归分析模型为：

ｙ＝β０＋β１ｘ１＋β２ｘ２＋β３ｘ２
２ （１）

其中 βｉ，ｉ＝ ０，…，３ 是回归系数．

利用数学软件 ｍａｔｌａｂ［２］ 或 ＳＰＳＳ［３］ ，结合已有的数据可

以估计出回归系数，得到预测销售量的回归分析模型为：

ｙ＝ １７．３＋１．３ｘ１－３．７ｘ２＋０．３ｘ２
２ （２）

分析模型（２）可知：随着 ｘ２ 增大，销售量 ｙ 会越来愈大．

当 ｘ２ 趋于无穷时，销售量 ｙ 也趋于无穷．这个显然不符合实

际情况，因为销售量会受市场影响，最终会达到市场饱和状

态，而不会趋于无穷．接下来我们对模型进行改进．

二、模型改进

随着广告费用 ｘ２ 的增加，销售量 ｙ 会达到市场饱和量，

这个变化趋势与人口预测问题中的阻滞增长模型相似，因

此我们使用微分方程模型来研究这个问题．

以广告费用 ｘ２ 为自变量，价格差 ｘ１ 为已知的变量，销

售量为因变量，结合阻滞增长模型，建立如下微分方程模

型为：

ｄｙ
ｄｘ２

＝（ａ＋ｂｘ１）ｙ １－
ｙ
ｙｍ( )

ｙ（０，５．５）＝ ７．５

ì

î

í
ïï

ïï
（３）

其中 ｙｍ 代表市场饱和量，ａ，ｂ 是待定系数．

根据已知的数据，结合 ｍａｔｌａｂ［２］ 软件可以得到待定系

数 ａ，ｂ 以及市场饱和量 ｙｍ 的估计值，因此销售量 ｙ 与价格

差 ｘ１、广告费用 ｘ２ 之间的关系式如下所示：

ｙ＝ １４９．２ｅ（ｘ２（０．０３＋０．３１ｘ１））

１９．９＋１５ｅ（ｘ２（０．０３＋０．３１ｘ１））－１５
（４）

其中 ｙｍ ＝ ９．９５．

利用牙膏销售量模型的解析解表达式（４）式，结合已知

的价格差 ｘ１、广告费用 ｘ２ 的数据，对销售量 ｙ 进行预测．
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图 ３　 改进后模型的预测图

在上图 ３ 中，绿色代表已有的销售量数据，曲线代表将

已有的价格差、广告费的数据后代入表达式（４）中，计算出

来的销售量的预测值．由图 ３ 可知，微分方程模型可以很好

地描述销售量的变化趋势，并能刻画出销售量随着时间周

期变化的情况．

三、模型检验

在使用模型解决问题之前，需要对模型进行检验分析．

微分方程模型（３）的检验主要包括稳定性分析和灵敏度分

析两个方面．首先我们根据定性分析［４］ 方法给出稳定性

分析．

微分方程模型（３）的右端项不显含自变量 ｘ２，因此模型

（３）属于一维自治系统，我们使用自治系统的稳定性原理进

行分析．

我们记右端项为

Ｆ（ｙ）＝ （ａ＋ｂｘ１）ｙ １－
ｙ
ｙｍ( ) （５）

令 Ｆ（ｙ）＝ ０，可得两个平衡点为：

ｙ１ ＝ ｙｍ 或 ｙ２ ＝ ０．

现分析右端项的一阶导数在两个平衡点处的符号：

（１）当 ｘ１＜－
ｃ
ｋ

＝ －０．０９，

Ｆ′（０）＝ （ａ＋ｂｘ１）＜０

（２）当 ｘ１＞－
ｃ
ｋ

＝ －０．０９，

Ｆ′（ｙｍ）＝ －（ａ＋ｂｘ１）＜０

结合稳定性原理可知：当价格差大于－０．０９ 时，销售量

随着广告费用的增加，最终会稳定在市场饱和值 ｙｍ ．如果价

格差小于－０．０９，即比别的厂家价格高很多的时候，虽然广

告费用不断增加，但是最终的销售量仍然会趋于 ０．这个结

论是比较符合市场规律的，说明本文建立的微分方程模型

可以很好地刻画实际情况，也克服了回归分析模型销售量

随着广告费增加而趋于无穷的弊端．

然后我们结合微分方程的解析解（４）式，进行关于价格

差 ｘ１ 的灵敏度分析如下图 ４ 所示：

图 ４　 价格差的灵敏度分析

在图 ４ 中，我们取不同的价格差 ｘ１ ＝ ［０，０．１，０．２，０．３，

０．４，０．５，０．６］，画出牙膏销售量 ｙ 随着广告费用 ｘ２ 的变化曲

线．当价格差一定时，随着广告费用 ｘ２ 的增加，销售量会逐

渐趋于稳定，到达饱和值 ｙｍ ．当广告费用投入比较少时，价

格越实惠，销售量就越大．当广告费用比较大的时候，价格差

的作用就比较小了，销售量会更快达到饱和值 ｙｍ ．这个结论

是也是符合市场规律的．

四、结　 论

结合牙膏销售量、价格差、广告费三组数据，本文分析

了回归分析模型的不足之处．根据牙膏销售量最终会趋于

市场饱和量的市场规律，建立了基于阻滞增长模型的微分

方程模型，使用已有的三组数据对模型中的未知参数进行

了点估计，得到牙膏销售量的预测模型．最后对模型进行了

稳定性分析和灵敏度分析，得到模型是符合市场客观规律

的结论．
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