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加法公式在盲盒游戏中的应用

李 斐
（烟台大学 数学与信息科学学院，山东 烟台 ２６４００５）

摘　要　文中利用概率加法公式、全概率公式等，针对盲盒购买的两种方式，分别计算了购买ｎ个盲盒时集齐整个

系列的概率；以及在两种购买方式下，平均购买多少个盲盒才能集齐整个系列．最后通过随机模拟，验证了前面结

论的正确性．
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１　问题的背景与问题提出

“盲盒游戏”是当下年轻人所热衷的一款游戏.
以某主流公司的盲盒为例，该公司盲盒分为不同的
系列，每个系列由１２个基础款玩偶和１个隐藏款玩
偶构成，玩家以集齐整个系列为乐趣.“盲盒”是充满
不确定性和未知性的，在拆开盲盒之前，玩家无法预
知其中的玩偶是哪一款.盲盒公司正是利用了这种
未知和不确定性抓住了年轻人的好奇心，从而实现
盈利.有报道称，盲盒已经成为了９５后增长最快也
是烧钱最快的一项爱好，据统计去年有将近２０万的
消费者在盲盒上的花费超过了２万元，其中最为硬
核的玩家甚至豪掷百万.

盲盒公司有如此丰厚的盈利，说明玩家购买盲
盒花费巨大.以某主流公司的盲盒为例，每个盲盒的
市场售价为５９元或６９元.实际购买时，消费者会选
择以下两种常见的购买方式：

（１）一个一个的购买，直到集齐整个系列；
（２）购买装有１２个不同玩偶的“端盒”.然后逐

个购买，直到集齐整个系列.端盒内装的１２个玩偶，

可能是１２个不重复的基础款，也可能是１１个基础
款加１个隐藏款.
在这两种购买方式下，分别解决以下两个问题：

问题１　假如已经购买了ｎ个盲盒，那么在不
同购买方式下，集齐整个系列的概率是多少呢？

问题２　在不同购买方式下，平均要购买多少
个盲盒，才能集齐整个系列？

２　问题１的求解

２．１　不含隐藏款的情形

假设整个系列是由１２个基础款构成，玩家逐个
购买，以集齐整个系列（１２个玩偶）为目的.事件Ｂｎ
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表示ｎ个盲盒能够集齐整个系列，ｎ＝１２，１３，…，事
件Ａｉ 表示ｎ 个盲盒中不含有第ｉ款，ｉ＝１，２，…，

１２.显然ｎ个盲盒无法集齐的概率

Ｐ �Ｂ（ ）ｎ ＝Ｐ　Ａ１∪Ａ２∪…∪Ａ（ ）１２ .
则由概率加法公式得

　　Ｐ　Ａ１ ∪Ａ２ ∪ … ∪Ａ（ ）１２

＝∑
１２

ｉ＝１
Ｐ　Ａ（ ）ｉ － ∑

１≤ｉ＜ｊ≤１２
Ｐ　ＡｉＡ（ ）ｊ ＋…

　＋ －（ ）１　１２－１　Ｐ　Ａ１…Ａ（ ）１２ .
注意到
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１２ｎ
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１２ｎ
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.

因此
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　＋ －（ ）１　１２－１Ｃ１２１２ １２　－
（ ）１２　ｎ

１２ｎ

＝∑
１２

ｋ＝１
－（ ）１　ｋ－１Ｃｋ１２ １２　－

（ ）ｋ　ｎ
１２ｎ

.

则ｎ个盲盒能集齐的概率为

Ｐ　Ｂ（ ）ｎ ＝１－∑
１２

ｋ＝１
－（ ）１　ｋ－１Ｃｋ１２ １２　－

（ ）ｋ　ｎ
１２ｎ

.（１）

代入数值可得计算结果（表１）．可以看出，在不

考虑隐藏款的情形下，购买５５个盲盒能以９０％的把

握集齐整个系列，花费３２４５元（以每个５９元计）．而

购买１０８个盲盒集齐整个系列的概率高达９９．９％．

表１　购买ｎ个盲盒的集齐概率

盲盒数ｎ 集齐概率 花费金额

１２　 ０.０００１　 ７０８元

２４　 ０.１５　 １４１６元

３４　 ０.５０　 ２００６元

４７　 ０.８１　 ２７７３元

５５　 ０.９０　 ３２４５元

１０８　 ０.９９９　 ６３７２元

２．２　含隐藏款的第一种购买方式

假设整个系列是由１２个基础款加１个隐藏款

构成，玩家逐个购买，以集齐整个系列（１３个玩偶）

为目的.仍然用事件Ｂｎ 表示ｎ个盲盒能够集齐整个
系列，ｎ＝１３，１４，…，用随机变量Ｘ 表示ｎ个盲盒中
所含隐藏款的个数，取值为０，１，…，ｎ，显然随机变
量Ｘ～Ｂ　ｎ，（ ）ｐ ，其中ｐ为隐藏款出现的概率.则由
全概率公式得，

Ｐ　Ｂ（ ）ｎ ＝∑
ｎ

ｉ＝０
Ｐ　Ｘ＝（ ）ｉ　Ｐ　Ｂｎ｜Ｘ＝（ ）ｉ . （２）

注意到，当ｉ＝０或ｉ＞ｎ－１２时，是无法集齐整个系
列的，即

Ｐ　Ｂｎ｜Ｘ＝（ ）ｉ ＝０. （３）

而当１≤ｉ≤ｎ－１２时，利用式（１）的结果，可得到剩
余的ｎ－ｉ个盲盒能够集齐１２个基础款的概率为

Ｐ　Ｂｎ｜Ｘ＝（ ）ｉ ＝１－∑
１２

ｋ＝１
－（ ）１　ｋ－１Ｃｋ１２ １２　－

（ ）ｋ　ｎ－ｉ
１２ｎ－ｉ

，

（４）

将式（３），式（４）代入式（２）中，可得ｎ个盲盒能集齐
的概率为

Ｐ　Ｂ（ ）ｎ ＝∑
ｎ－１２

ｉ＝１
Ｃｉｎｐｉ　 １　－（ ）ｐ　ｎ－ｉ １（（ －∑

１２

ｋ＝１
－（ ）１　ｋ－１　Ｃｋ１２

１２　－（ ）ｋ　ｎ－ｉ／１２ｎ－ ））ｉ . （５）

取盲盒公司公布的隐藏款概率ｐ＝１／１４４，将不同的

ｎ的值代入式（５）中计算可得结果 （表２）.需要购买

３６３个盲盒，花费２１４１７元才能以９２％的把握集齐
整个系列，而要想以９９．９％的把握集齐整个系列，

则需要购买近千个盲盒，花费近６万元.

表２　购买ｎ个盲盒的集齐概率

盲盒数ｎ 集齐概率 花费金额

１３　 ０.００００　 ７６７元

１１３　 ０.５４４６　 ６６６７元

２６３　 ０.８４００　 １５５１７元

３６３　 ０.９２０３　 ２１４１７元

５６３　 ０.９８０２　 ３３２１７元

９６３　 ０.９９８８　 ５６８１７元

２．３　含隐藏款的第二种购买方式

玩家先购买一个端盒，然后逐个购买，假设又买
了ｎ－１２个，ｎ≥１３.依然用事件Ｂｎ 表示ｎ个盲盒能
够集齐整个系列，ｎ＝１３，１４，…，引入随机变量Ｘ 表
示端盒中有无隐藏款，Ｘ＝１表示端盒中有隐藏款，

Ｘ＝０表示端盒中无隐藏款.则有

　　　Ｐ　Ｂ（ ）ｎ ＝Ｐ　Ｘ（ ）＝１　Ｐ　Ｂｎ｜Ｘ（ ）＝１
＋Ｐ　Ｘ（ ）＝０Ｐ　Ｂｎ｜Ｘ（ ）＝０ . （６）

７５
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易知

Ｐ　Ｘ（ ）＝０ ＝ １－（ ）ｐ　１２，Ｐ　Ｘ（ ）＝１ ＝１－ １－（ ）ｐ　１２.
其中ｐ为隐藏款出现的概率.
当端盒中没有隐藏款时，再买的ｎ－１２个盲盒

含有隐藏款的条件概率为

Ｐ　Ｂｎ｜Ｘ（ ）＝０ ＝１－ １－（ ）ｐ　ｎ－１２. （７）

当端盒中有隐藏款时，则后面买的ｎ－１２个盲
盒必须含有缺的那个基础款.可以借鉴２.２节的方

法，根据ｎ－１２个盲盒中所含隐藏款的个数对事件
进行划分，可以得到

　Ｐ　Ｂｎ｜Ｘ＝（ ）１ ＝∑
ｎ－１３

ｉ＝０
Ｃｉｎ－１２ｐｉ　 １　－（ ）ｐ　ｎ－１２－ｉ

× １－ １１（ ）１２
ｎ－１２－（ ）ｉ . （８）

将式（７）、式（８）代入式（６）可得ｎ个盲盒能集齐整
个系列的概率为

Ｐ　Ｂ（ ）ｎ ＝ １　－（ ）ｐ　１２　１－ １　－（ ）ｐ　ｎ－（ ）１２ ＋ １－ １　－（ ）ｐ（ ）１２

×∑
ｎ－１３

ｉ＝０
Ｃｉｎ－１２ｐｉ　 １　－（ ）ｐ　ｎ－１２－ｉ　１－

１１（ ）１２
ｎ－１２－（ ）［ ］ｉ

.

取隐藏款概率ｐ＝１／１４４，将不同的ｎ的值代入
上式中计算可得结果 （表３）.对比两种购买方式集

齐的概率（图４），从图中可以看出，当集齐的概率较

低（在０.４以下）时，购买相同数目的盲盒，第二种购

买方式集齐的概率是高于第一种购买方式的。然而

要想以较大概率集齐整个系列，两种购买方式没有

明显差别.

表３　购买ｎ个盲盒的集齐概率

盲盒数ｎ 集齐概率 花费金额

１３　 ０.０１　 ７６７元

１１３　 ０.５５　 ６６６７元

２６３　 ０.８４　 １５５１７元

３６３　 ０.９２　 ２１４１７元

５６３　 ０.９８　 ３３２１７元

９６３　 ０.９９９　 ５６８１７元

图１　两种购买方式集齐概率对比

３　问题２的求解

３．１　不含隐藏款的情形

随机变量Ｙ 表示恰好集齐整个系列时所购买的

盲盒数，Ｙ 可能的取值为１２，１３，…，当ｎ≥１３时，有

Ｐ　Ｙ ＝（ ）ｎ ＝Ｐ　Ｂ（ ）ｎ －Ｐ　Ｂｎ－（ ）１

＝∑
１２

ｋ＝１
－（ ）１　ｋ－１Ｃｋ１２ｋ １２　－（ ）ｋ　ｎ－１

１２（ ）ｎ .

当ｎ＝１２时，有

Ｐ　Ｙ ＝（ ）１２ ＝Ｐ　Ｂ（ ）１２

＝１－∑
１２

ｋ＝１
－（ ）１　ｋ－１Ｃｋ１２ １２　－

（ ）ｋ　１２
１２（ ）１２ .

则平均购买个数为

ＥＹ ＝１２－１２∑
１２

ｋ＝１
－（ ）１　ｋ－１Ｃｋ１２ １２　－

（ ）ｋ　１２
１２（ ）１２

＋∑
∞

ｎ＝１３
ｎ∑

１２

ｋ＝１
－（ ）１　ｋ－１Ｃｋ１２ｋ １２　－（ ）ｋ　ｎ－１

１２（ ）［ ］ｎ .

代入数值计算得

ＥＹ＝３７.２４，

即平均购买３８个盲盒时恰好集齐整个系列.以每个

市场价５９元来计，需花费２２４２元.

３．２　第一种购买方式

仍然用随机变量Ｙ 表示恰好集齐整个系列时

所购买的盲盒数，Ｙ 可能的取值为１３，１４，…，采用

类似于３.１的处理方法，可得

ＥＹ＝１３２　ｐ　１－（ ）ｐ　１２　１－∑
１２

ｋ＝１
－（ ）１　ｋ－１Ｃｋ１２ １２　－

（ ）ｋ　１２
１２（ ）［ ］１２

＋∑
∞

ｎ＝１４
ｎ∑
ｎ－１２

ｉ＝１
Ｃｉｎｐｉ　 １－（ ）ｐ　ｎ－ｉ １［［［ －

　∑
１２

ｋ＝１
－（ ）１　ｋ－１Ｃｋ１２ １２　－

（ ）ｋ　ｎ－ｉ
１２ｎ－（ ）］］ｉ －

ｎ∑
ｎ－１２

ｉ＝１
Ｃｉｎｐｉ（１－ｐ）ｎ－ｉ　１－∑

１２

ｋ＝１
－（ ）１　ｋ－１Ｃｋ１２ １２　－（ ）ｋ　ｎ－ｉ

１２ｎ－（ ）［ ］［ ］］ｉ .

代入数值计算得

ＥＹ＝１４９.０７，

即平均购买１４９个盲盒时恰好集齐整个系列.以每

个市场价５９元来计，需花费８７９１元.

３．３　第二种购买方式

应用类似的处理方法可得

（下转第６９页）
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Ｆ（ｘ）ｄｘ－∫

ｂ

ａ
（ｂ－ｘ）ｆ（ｘ）ｄｘ

＝∫
ｂ

ａ
（Ｆ（ｘ）－Ｇ（ｘ））ｄｘ－∫

ｂ

ａ
（ｂ－ｘ）（ｆ（ｘ）－ｇ（ｘ））ｄｘ

＜∫
ｂ

ａ
Ｆ（ｘ）－Ｇ（ｘ）ｄｘ

　＋∫
ｂ

ａ
（ｂ－ｘ）ｆ（ｘ）－ｇ（ｘ）ｄｘ＜ （ｂ－ａ）ε

　＋（ｂ－ａ）∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）－ｇ（ｘ）ｄｘ＜２（ｂ－ａ）ε.

由ε的任意性可得等式对任意的ｆ（ｘ）都成立.
例２　设ａ＜ｂ＜ｃ＜ｄ，ｆ（ｘ）在（ａ，ｃ）和（ｂ，ｄ）上

均为凸函数，则ｆ（ｘ）在（ａ，ｄ）上为凸函数.
证明　首先，ｆ（ｘ）在（ａ，ｃ）和（ｂ，ｄ）上的凸性蕴

含连续性［６］，因此ｆ（ｘ）在（ａ，ｄ）上连续.我们只需说

明对任意的ε∈ ０，ｃ－ｂ（ ）２
，ｆ（ｘ）在（ａ＋ε，ｄ－ε）上

凸.任取α∈（０，ε４
），定义

ｆα（ｘ）＝ １α２∫
ｘ＋α

ｘ
ｄｔ∫

ｔ＋α

ｔ
ｆ（ｓ）ｄｓ，ｘ∈ （ａ＋ε，ｄ－ε），

则ｆα（ｘ）具有二阶连续导数，且ｌｉｍ
α→０＋
ｆα（ｘ）＝ｆ（ｘ）.

进一步，ｆα（ｘ）在（ａ＋ε，ｃ－ε）和（ｂ＋ε，ｄ－ε）内分别
为凸函数.注意到ｃ－ε＞ｂ＋ε，ｆ″α（ｘ）≥０，ｘ∈（ａ＋
ε，ｄ－ε）.所以ｆα（ｘ）在（ａ＋ε，ｄ－ε）上为凸函数.由
凸函数的定义，我们可得

ｆα（ｓｘ＋（１－ｓ）ｙ）≤ｓｆα（ｘ）＋（１－ｓ）ｆα（ｙ）

∀ｓ∈（０，１），ｘ，ｙ∈（ａ＋ε，ｄ－ε）.
令α→０＋，即得

ｆ（ｓｘ＋（１－ｓ）ｙ）≤ｓｆ（ｘ）＋（１－ｓ）ｆ（ｙ）

∀ｓ∈（０，１），ｘ，　ｙ∈（ａ＋ε，ｄ－ε），
所以ｆ（ｘ）是（ａ＋ε，ｄ－ε）上得凸函数，最后得到

ｆ（ｘ）在（ａ，ｄ）上为凸函数.

３　结论

光滑逼近的思想是：如果Ｘ 是某一类函数的全
体，我们若要证Ｘ 中的所有函数满足性质Ｐ，则可
以先对Ｘ的稠密子集Ｙ 中的函数证明满足性质Ｐ，
然后通过取极限得到结果.鉴于这种逼近思想的重
要性，我们总结了一些常用的关于函数光滑逼近的
结论，并且介绍了它的一些具体应用.
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　　ＥＹ ＝１３１２１－ １－（ ）ｐ（ ）１２ ＋１３ｐ　１　－（ ）ｐ　１２

＋∑
＋∞

ｎ＝１４

ｎ
１２１－ １　－（ ）ｐ（ ）１２ １１（ ）１２

ｎ－［ １３

＋ｎｐ　１－（ ）ｐ　１２　 １　－（ ）ｐ　ｎ－ ］１３ .
代入数值计算得

ＥＹ＝１４５．４１，

即平均购买１４６个盲盒时恰好集齐整个系列．以每
个市场价５９元来计，需花费８６１４元．

４　模拟检验

为了验证上述计算结果的正确性，分别针对两

种购买方式，进行了１０００次的模拟，由模拟结果（表

５）可以看出，理论计算值与模拟结果非常接近．另
外，针对第二个问题，根据模拟数据，计算出在第一
种购买方式下，平均购买１４８个盲盒时完成收集．而
在第二种购买方式，平均购买１４４个盲盒时完成收
集．这也与前面的理论计算结果非常接近．因此验证

了前面方法的正确性．

表５　随机模拟与理论值比较

盲盒个数 概率方式一 模拟方式一 概率方式二 模拟方式二

１３　 ０．００００　 ０　 ０．０１３１　 ０．０１４

２３　 ０．０１３７　 ０．０１７　 ０．１１３７　 ０．１４１

３３　 ０．０８７７　 ０．０９２　 ０．１９２５　 ０．２１

６３　 ０．３３５９　 ０．３４１　 ０．３５４４　 ０．３７５

１１３　 ０．５４４６　 ０．５４３　 ０．５４５０　 ０．５４８

３６３　 ０．９２０３　 ０．９２１　 ０．９２０３　 ０．９２４

５６３　 ０．９８０２　 ０．９７９　 ０．９８０２　 ０．９７５

９６３　 ０．９９８８　 １　 ０．９９８８　 ０．９９６
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