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一个具有零特征的线性双曲型方程组的精确能控性

江秀存，于立新

( 烟台大学数学与信息科学学院，山东 烟台 264005 )

摘要: 考虑了一个含有 3 个线性方程且具有零特征的双曲型方程组的精确能控性 ． 首先，
给出了实现精确边界能控的必要条件 ． 在此基础上，仅通过边界控制( 单侧或双侧) 即可
实现精确能控性 ．随后，又讨论了在给出的条件不满足的情况下，通过在非零特征对应的
方程上施加适当的内部控制连同边界控制( 单侧或双侧) 实现了此方程组的精确能控性 ．
关键词: 线性双曲型方程组; 精确能控性; 混合初边值问题; 边界控制和内部控制
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非线性双曲型方程组的精确能控性结果参见文献［1］．对于线性双曲型方程组，已经有非常系统的理论
和方法［2 － 3］．半线性双曲型方程组的结果参见文献［4 － 6］． 对于一阶拟线性的情形，文献［7］给出了系统的
方法和结果，其他结果参见文献［8］．二阶的拟线性双曲型方程组的精确边界能控性的结果参见文献［9］． 对
于具有零特征的双曲型方程组的精确能控性，目前只有一些零零散散的结果发表，给出的结论也不系统 ． 文
献［10］首先证明了含有零特征的双曲型方程组的混合初边值问题在所考虑区域上的 C1 解( 半整体 C1 解)

的存在性及唯一性，然后又实现了相应问题精确能控性 ．随后，文献［11］建立了一类具有零特征的拟线性双
曲型方程组的精确能控性 ．文献［12］对一阶拟线性双曲型方程组在更短的时间内通过内部控制实现了相关
问题精确能控性 ．文献［13］考虑了一个具有零特征的一阶线性双曲型方程组通过边界和内部控制实现了此
类方程的精确能控性 ．
本文讨论了一个含有零特征的线性双曲型方程组的精确能控性 ．主要分三部分: 第二部分给出了实现精

确边界能控性的必要条件，在此条件满足的情况下，仅通过边界控制就能实现精确能控性 ．第三部分，我们讨
论了在上述条件不满足的情况下，通过内部控制以及边界控制实现了该问题在所考虑区域上的精确能控性 ．

1 边界能控
考虑如下具有零特征的线性双曲型方程组

u
t

= w + v，

v
t

－ v
x

= 0，

w
t

+ w
x

= 0











 ，

( 1 )
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给定如下初始条件

t = 0 : ( u，v，w) = ( u0，v0，w0 ) ，0 ≤ x ≤ L， ( 2 )
边界条件

x = 0 : v + w = h( t) ， ( 3 )
x = L: v － w = H( t) ( 4 )

和终端条件

t = T: ( u，v，w) = ( uT，vT，wT ) ，0 ≤ x ≤ L． ( 5 )
首先，给出了实现精确边界能控的必要条件，并在此基础上实现了上述混合初边值问题的双侧边界能

控性和单侧精确边界能控性 ．
定理 1( 边界能控的必要条件) 若混合初边值问题( 1 ) ～ ( 5 ) 仅通过边界控制即可实现精确能控性，则

( u0，v0，w0 ) 和( uT，vT，wT ) 满足

u'T ( x) － vT ( x) + wT ( x) = u'0 ( x) － v0 ( x) + w0 ( x) ． ( 6 )
证明 假设( u，v，w) 为混合初边值问题( 1 ) ～ ( 4 ) 的满足终端条件( 5 ) 的解 ．将方程组( 1 ) 的第一个方程

关于 x 求导得
2u
tx

= wx + vx = － wt + vt ． ( 7 )

将式( 7 ) 在区间［0，T］上关于 t 积分得
ux ( T，x) － ux ( 0，x) = － w( T，x) + w( 0，x) + v( T，x) － v( 0，x) ，

即

u'T ( x) － vT ( x) + wT ( x) = u'0 ( x) － v0 ( x) + w0 ( x) ．
则式( 6 ) 成立 ．
定理 2( 双侧边界控制) 设 T≥L，对任何给定的初始条件( u0，v0，w0 ) ∈C2［0，L］× C1［0，L］× C1［0，

L］，终端条件( uT，vT，wT ) ∈C2［0，L］× C1［0，L］× C1［0，L］满足条件( 6 ) ，则存在边界控制 h∈C1［0，T］，H∈
C1［0，T］，使得混合初边值问题( 1 ) ～ ( 4 ) 的 C2 × C1 × C1 解( u，v，w) 满足终端条件( 5 ) ．
证明 令 珘u =珘u( t，x) 为如下二阶线性方程组的后向混合初边值问题的解，

珘utt = 珘uxx = v'0 ( x) － u″0 ( x) － w'0 ( x) ，

t = T: ( 珘u，珘ut ) = ( uT，wT + vT ) ，

x = 0 :珘u = 珘h( t) ，
x = L:珘u = 珘h( t)










．

( 8 )

其中，珘h( t) 和 珟H( t) 是人为给定的边界条件且分别在( T，0 ) 和( T，L) 点分别满足 C2 相容性条件 ．

由文献［3］可知，对任何 T≥L，存在边界控制 ĥ∈C1［0，T］，Ĥ∈C1［0，T］，使得前向混合初边值问题
û tt － ûxx = 0，

t = 0 : û = u0 ( x) － 珘u( 0，x) ，

û t = w0 ( x) + v0 ( x) － 珘ut ( 0，x) ，

x = 0 : û = ĥ( t) ，

x = L: û = Ĥ( t













)

( 9 )

的 C2 解 û = û( t，x) 满足零终端条件
t = T: û = 0，̂ut = 0 ． ( 10 )

由式( 8 ) 和( 9 ) ，可得 u =珘u + û∈C2，且满足

utt － uxx = v'0 ( x) － w'0 ( x) － u″0 ( x) ，

t = 0 : u = u0 ( x) ，ut = w0 ( x) + v0 ( x) ，

x = 0 : u = ĥ( t) + 珘h( t) ，

x = L: u = Ĥ( t) + 珟H( t) ，
t = T: u = uT ( x) ，ut = wT ( x) + vT ( x)
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







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．

( 11 )
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令

w = 1
2
( u
t

－ u
x

+ u'0 － v0 + w0 ) ，v = 1
2
( u
t

－ u
x

+ u'0 + v0 － w0 ) ． ( 12 )

显然，( u，v，w) 满足方程组( 1 ) 的第一个方程 ．由式( 12 ) 得
v
t

－ v
x

= 1
2
( utt + utx － uxx － utx + u″0 ( x) － v'0 ( x) + w'0 ( x) ) = 0， ( 13 )

w
t

+ w
x

= 1
2
( utt － utx + utx － uxx + u″0 ( x) － v'0 ( x) + w'0 ( x) ) = 0 ． ( 14 )

从而方程组( 1 ) 满足 ．又

t = 0 : v = 1
2
( u'0 + ut ( 0，x) － u'0 + v0 － w0 ) =

1
2
( u'0 + w0 + v0 － u'0 + v0 － w0 ) = v0，

t = 0 : w = 1
2
( ut ( 0，x) + － u'0 + u'0 － v0 + w0 ) =

1
2
( w0 + v0 － u'0 + u'0 － v0 + w0 ) = w0








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




 ．

( 15 )

t = T: v = 1
2
( u'T + wT + vT － u'0 + v0 － w0 ) =

1
2
( u'T + wT + vT － u' T + vT － wT ) = vT，

t = T: w = 1
2
( ut ( T，x) － u'T + u'0 － v0 + w0 ) =

1
2
( wT + vT － u' T + u' T － vT + wT ) = wT


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
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


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
 ．

( 16 )

令

h( t) = v( t，0 ) + w( t，0 ) ，H( t) = v( t，L) － w( t，L) ， ( 17 )
则 h∈C1［0，T］，H∈C1［0，T］，且( u，v，w) = ( u( t，x) ，v( t，x) ，w( t，x) ) 为混合初边值问题( 1 ) ～ ( 4 ) 的解且
满足终端条件( 5 ) ．
定理 3( x = L 处单侧控制) 设 T≥2L，对任何给定的初始条件( u0，v0，w0 ) ∈C2［0，L］× C1［0，L］×

C1［0，L］，终端条件( uT，vT，wT ) ∈C2［0，L］× C1［0，L］× C1［0，L］满足式( 6 ) ，任意边界函数 h∈C1［0，T］在
( 0，0 ) 和( T，0 ) 处分别满足相容性条件，则存在边界控制 H∈C1［0，T］，使得混合初边值问题( 1 ) ～ ( 4 ) 的
C2 × C1 × C1 解( u，v，w) 满足终端条件( 5 ) ．
证明 令 珘u =珘u( t，x) 为二阶线性方程组的后向混合初边值问题( 8 ) 的解 ． 对任何 T≥2L，存在边界控制

Ĥ∈C1［0，T］，使得前向混合初边值问题
û tt － ûxx = 0，

t = 0 : û = u0 ( x) － 珘u( 0，x) ，̂ut = w0 ( x) + v0 ( x) － 珘ut ( 0，x) ，

x = 0 : û = ĥ( t) － 珘h( t) ，

x = L: û = Ĥ( t










)

( 18 )

的 C2 解 û = û( t，x) 满足零终端条件( 10 ) ．其中，̂h( t) = u0 ( 0 ) + ∫
t

0
h( t) dt．则 u = 珘u + û ∈ C2 满足

utt － uxx = v'0 ( x) － w'0 ( x) － u″0 ( x) ，

t = 0 : u = u0 ( x) ，ut = w0 ( x) + v0 ( x) ，

x = 0 : u = ĥ( t) ，

x = L: u = Ĥ( t) + 珟H( t) ，
t = T: u = uT ( x) ，ut = wT ( x) + vT ( x)








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
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．
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w，v 由式( 12 ) 定义 ．显然( u，v，w) 满足方程组( 1 ) 、初始条件( 3 ) 和终端条件( 5 ) ．而由 u( t，0 ) = ĥ( t) ，则可得

x = 0 : v + w = u
t

= ĥ' ( t) = h( t) ，

则 x = 0 上的边界条件满足 ．
令

H( t) = v( t，L) － w( t，L) ， ( 20 )
则 H∈C1 即为所求的控制 ．

2 边界 －内部能控性
在条件( 6 ) 不满足的情况下，仅通过边界控制无法实现上述混合初边值的精确边界能控性 ． 于是将内部

控制施加到非零特征对应的方程，并通过适当的边界控制( 单侧或双侧) ，实现了上述混合初边值问题的边

界 －内部精确能控性 ．
在方程组( 1 ) 的第二个和第三个方程中分别施加内部控制 p( t，x) 和 q( t，x) ，将寻找如下方程组

u
t

= w + v，

v
t

－ v
x

= p( t，x) ，

w
t

+ w
x

= q( t，x











 ) ，

( 21 )

以及初始条件( 2 ) 和边界条件( 3 ) ～ ( 4 ) 的混合初边值问题满足终端条件( 5 ) 的解 ．
定理 4( 双侧边界内部控制) 设 T≥L，对任何给定的初始条件( u0，v0，w0 ) ∈C2［0，L］× C1［0，L］×

C1［0，L］，终端条件( uT，vT，wT ) ∈C2［0，L］× C1［0，L］× C1［0，L］，必存在内部控制 p ( t，x) ∈C1［0，T］×［0，

L］，q( t，x) ∈C1［0，T］×［0，L］和边界控制 h( t) ∈C1［0，T］，H ( t) ∈C1［0，T］，使得混合初边值问题( 21 ) ，
( 2 ) ～ ( 4 ) 的 C2 × C1 × C1解 ( u，v，w) 精确地满足终端条件( 5 ) ．
证明 令 珘u =珘u( t，x) 为如下二阶线性波动方程的后向混合初边值问题的解

珘utt － 珘uxx = v'0 ( x) － w'0 ( x) － u″0 ( x) +

t
T
［v' T ( x) － w'T ( x) － u″T ( x) － ( v'0 ( x) － w'0 ( x) － u″0 ( x) ) ］，

t = T: ( 珘u，珘ut ) = ( uT，wT + vT ) ，

x = 0 :珘u = 珘h( t) ，
x = L:珘u = 珟H( t)















．

( 22 )

其中:珘h( t) 和 珟H( t) 是人为给定的边界条件且在( T，0 ) 和( T，L) 分别满足 C2 相容性条件 ．
对任何 T≥L，存在边界控制 ĥ∈C1［0，T］，Ĥ∈C1［0，T］，使得前向混合初边值问题( 9 ) 的 C2 解 û =

û( t，x) 满足零终端条件( 10 ) ．
令 u =珘u + û∈C2，则 u 满足

utt － uxx = v'0 ( x) － w'0 ( x) － u″0 ( x) +

t
T
［v' T ( x) － w'T ( x) － u″T ( x) － ( v'0 ( x) － w'0 ( x) － u″0 ( x) ) ］，

t = 0 : u = u0 ( x) ，ut = w0 ( x) + v0 ( x) ，

x = 0 : u = ĥ( t) + 珘h( t) ，

x = L: u = Ĥ( t) + 珟H( t) ，
t = T: u = uT ( x) ，ut = wT ( x) + vT ( x)

















．

( 23 )

令
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w = 1
2
u
t

－ u
x

－ v0 ( x) + u'0 ( x) + w0 ( x) －
t
T
［vT ( x) － u'T ( x) － wT ( x) － ( v0 ( x) － u'0 ( x) － w0 ( x{ }) ) ］ ，

v = 1
2
u
t

+ u
x

+ v0 ( x) － u'0 ( x) － w0 ( x) +
t
T
［vT ( x) － u'T ( x) － wT ( x) － ( v0 ( x) － u'0 ( x) － w0 ( x{ }) ) ］{ ．

( 24 )
显然，( u，v，w) 满足方程组( 21 ) 的第一个方程 ．且有

vt － vx = 1
2
{ utt + uxx + 1

T
［vT ( x) － u'T ( x) － wT ( x) － ( v0 ( x) － u0 ( x) － w0 ( x) ) ］ －

utx － uxx － v'0 ( x) + u″0 ( x) + w'0 ( x) －

(
t
T
［v' T ( x) － u″T ( x) － w'T ( x) － ( v'0 ( x) － u″0 ( x) － w0 ( x) ) ］} =

1
2T
［vT ( x) － uT ( x) － wT ( x) － ( v0 ( x) － u0 ( x) － w0 ( x) ) ］ = p( t，x) ．

w t + wx = 1
2
{ utt － utx － 1

T
［vT ( x) － u'T ( x) － wT ( x) － ( v0 ( x) － u'0 ( x) － w0 ( x) ) ］ +

utx ( x) － uxx ( x) － v'0 ( x) + u'0 ( x) + w'0 ( x) －
t
T
［v' T ( x) － u″T ( x) － w'T ( x) － ( v0 ( x) － u″0 ( x) － w'0 ( x) ) ］} =

1
2T
［vT ( x) － u'T ( x) － wT ( x) － ( v0 ( x) － u'0 ( x) － w0 ( x) ) ］ = q( t，x) ．

由式( 15 ) 和( 16 ) 可得
t = 0 : w = w0 ( x) ; v = v0 ( x) ，
t = T: w = wT ( x) ; v = vT ( x) ．

令

p( t，x) = v
t

－ v
x

=

1
2T
［vT ( x) － u'T ( x) － wT ( x) － ( v0 ( x) － u'0 ( x) － w0 ( x) ) ］， ( 25 )

q( t，x) = w
t

+ w
x

=

1
2T
［vT ( x) － u'T ( x) － wT ( x) － ( v0 ( x) － u'0 ( x) － w0 ( x) ) ］， ( 26 )

则 p，q∈C1［0，T］×［0，L］为所求的内部控制 ． h( t) ，H( t) 由式( 17 ) 定义，则 h，H∈C1［0，T］即为所求的边界
控制 ．
定理 5( 单侧边界内部控制) 设 T≥2L，对任何给定的初始条件( u0，v0，w0 ) ∈C2［0，L］× C1［0，L］× C1

［0，L］，终端条件( uT，vT，wT ) ∈C2［0，L］× C1［0，L］× C1［0，L］，任意边界函数 h∈C1［0，T］在( 0，0 ) 和( T，0 )

处分别满足相容性条件，必存在内部控制 p( t，x) ∈C1［0，T］×［0，L］，q( t，x) ∈C1［0，T］×［0，L］和边界控制
H( t) ∈C1［0，T］，使得混合初边值问题( 21 ) ，( 2 ) ～ ( 4 ) 的 C2 × C1 × C1 解( u，v，w) 满足终端条件( 5 ) ．
证明 令 珘u =珘u( t，x) 为二阶线性波动方程的后向混合初边值问题( 22 ) 的解 ． 对任何 T≥2L，存在边界

控制 Ĥ∈C1［0，T］，使得前向混合初边值问题( 18 ) 的 C2 解 û = û( t，x) 满足零终端条件( 10 ) ．
令 u =珘u + û∈C2 则

珘utt － 珘uxx = v'0 ( x) － w'0 ( x) － u″0 ( x) +

t
T
［v' T ( x) － w'T ( x) － u″T ( x) － ( v'0 ( x) － w'0 ( x) － u″0 ( x) ) ］，

t = 0 : u = u0 ( x) ，ut = w0 ( x) + v0 ( x) ，

x = 0 : u = ĥ( t) ，

x = L: u = Ĥ( t) + 珟H( t) ，
t = T: u = uT ( x) ，ut = wT ( x) + vT ( x)

















．

( 27 )
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w，v 由式( 24 ) 所定义 ．显然，( u，v，w) 满足方程组( 21 ) 、初始条件( 3 ) 和终端条件( 5 ) ．而由 u( t，0 ) = ĥ( t) ，则
可得:

x = 0 : v + w = u
t

= ĥ' ( t) = h( t) ．

则 x = 0 上的边界条件满足 ． p( t，x) ，q( t，x) 由式( 25 ) 和( 26 ) 所定义即为所求的内部控制 ． H ( t) 由式( 20 ) 定
义，则 H∈C1 即为所求的边界控制 ．
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Exact Controllability of a Linear Hyperbolic Systems with Zero Eigenvalues

JIANG Xiu-cun，YU Li-xin

( School of Mathematics and Informational Sciences，Yantai University，Yantai 264005，China)

Abstract: We consider the exact controllability of a linear hyperbolic systems with zero eigenvalues． First of all，we
give a necessary condition about initial and final values． In this situation，we can realize the controllability just by
boundary control． Then，we consider that the condition does not meet the case． We add the internal control to the e-
quations with zero eigenvalues． And we realize the exact controllability by local internal controls acting on equations
corresponding to non-zero eigenvalues and boundary controls．

Key words: linear hyperbolic equation; exact controllability; mixed initial-boundary value problem; boundary
control and internal control
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