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相关系数概念剖析
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　　［摘　要］从两个角度———内积空间以及线性回归角度深入剖析了相关系数这一重要概念，将其与 瓗２

空间中向量之间的夹角联系起来，并且给出了一种迅速判断随机变量之间相关性强弱的方法，并通过随机模

拟进行了直观展示．
［关键词］同构；夹角；随机模拟
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１　引　　言

相关系数是描述两个随机变量之间线性相关关系强弱的重要指标，但是在一般教科书中并未对此
概念进行较为深入的探讨，不利于教学过程中学生的理解．本文尝试从两个角度较为透彻地剖析了这个
基本概念，并且给出了一种直观判断随机变量之间线性相关程度强弱的方法，然后通过随机模拟进行了
展示．

２　从内积角度理解相关系数

定义１［１］　设 （Ω，Ｆ，Ｐ）是概率空间，Ｃ是定义在Ω 上的二阶矩有穷的随机变量的全体，即

Ｃ＝ Ｘ　ＥＸ２ ＝∫Ω
Ｘ２（ω）Ｐ（ｄω）＜ ∞｛ ｝，

容易验证Ｃ是线性空间．对任意的Ｘ，Ｙ ∈Ｃ，定义 （Ｘ，Ｙ）＝Ｅ（ＸＹ），容易验证其为内积，这个空
间称为Ｌ２（Ω，Ｆ，Ｐ），简称Ｌ２ 空间．
定义２［１］　实内积空间中任意两个非零元素ｘ，ｙ之间的夹角定义为

θ＝ａｒｃｃｏｓ
（ｘ，ｙ）

‖ｘ‖‖ｙ‖
．

特别地，Ｌ２ 空间中任意两个非零元素Ｘ，Ｙ 的夹角

θ＝ａｒｃｃｏｓ Ｅ（ＸＹ）
ＥＸ槡 ２　 ＥＹ槡 ２

．

在以上知识的基础上，给出相关系数的定义．
定义３　设Ｘ，Ｙ ∈Ｌ２ ，且ＥＸ＝μ１，ＥＹ ＝μ２，ＤＸ ＝σ

２
１ ≠０，ＤＹ ＝σ２２ ≠０，将Ｘ，Ｙ 标准化，不妨

令

Ｘ＊ ＝Ｘ－μ１σ１
，　Ｙ＊ ＝Ｘ－μ２σ２

，

Ｘ＊ 与Ｙ＊ 的夹角记为θ０≤θ≤（ ）π ，称ｃｏｓθ为Ｘ，Ｙ的相关系数，记为ρ．补充定义常数与任何随机变



量的相关系数为０．
定理１　设Ｍ 为Ｘ＊ 与Ｙ＊ 张成的闭线性子空间，则Ｍ 是可分的 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间．
证　Ｍ ＝ｓｐ　Ｘ＊，Ｙ｛ ｝＊ ＝ ｛Ｚ∶Ｚ＝ａＸ＊ ＋ｂＹ＊，ａ，ｂ∈ 瓗｝

＝ ｛Ｚ∶Ｚ＝ａＸ＊ ＋ｂ　Ｙ＊ －ρＸ（ ）＊ ，ａ，ｂ∈ 瓗｝

＝ｓｐ　Ｘ＊，Ｙ＊ －ρＸ｛ ｝＊ ，
易知Ｘ＊ 与Ｙ＊ －ρＸ＊ 正交，因此Ｍ 是可分的 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间．
定理２　Ｍ 与 瓗２ 同构．
证　考虑映射：Ｔｈ→ ｈ，Ｘ（ ）＊ ，ｈ，Ｙ＊ －ρＸ（ ）（ ）＊ ，下面证明Ｔ是１－１映射．

先证Ｔ是单射．ｈ１，ｈ２∈Ｍ，且ｈ１≠ｈ２ ，由于Ｍ 可分，Ｘ＊ 与Ｙ
＊ －ρＸ＊

１－ρ槡 ２
为其一组标准正交基，

不妨设

ｈ１ ＝ａ１Ｘ＊ ＋ｂ１
（Ｙ＊ －ρＸ＊）
１－ρ槡 ２

，

ｈ２ ＝ａ２Ｘ＊ ＋ｂ２
（Ｙ＊ －ρＸ＊）
１－ρ槡 ２

，　 ａ１，ｂ（ ）１ ≠ ａ２，ｂ（ ）２ ．

由定义知

Ｔｈ１ ＝ ｈ１，Ｘ（ ）＊ ，ｈ１，Ｙ＊ －ρＸ（ ）（ ）＊ ＝ ａ１，ｂ（ ）１ ，

Ｔｈ２ ＝ ｈ２，Ｘ（ ）＊ ，ｈ２，Ｙ＊ －ρＸ（ ）（ ）＊ ＝ ａ２，ｂ（ ）２ ，
故Ｔｈ１ ≠Ｔｈ２ ．
下证Ｔ是满射． ａ，（ ）ｂ ∈ 瓗２，令

ｈ＝ａＸ＊ ＋ｂ
（Ｙ＊ －ρＸ＊）
１－ρ槡 ２

，

则Ｔｈ＝ ａ，（ ）ｂ ．
综上Ｔ是１－１映射，Μ与 瓗２ 同构．
定理３　设Ｘ＊ 与Ｙ＊ 在Ｌ２ 中的夹角为θ１ ，１，（ ）０ 与 ρ，１－ρ槡（ ）２ 在 瓗２ 中的夹角为θ２ ，则

θ１ ＝θ２ ．
证　根据 瓗２ 中内积的定义

ｃｏｓθ２ ＝１×ρ＋０× １－ρ槡 ２

槡１　×槡１
＝ρ＝ｃｏｓθ１ ，

因此θ１ ＝θ２ ．

图１　相关系数与夹角同步变化示意图

上面的定理将随机变量间的相关系数ρ与我们熟悉的

瓗２ 空间中向量的夹角联系起来，从而将抽象的概念直观化，
具体参见图１．

可见，当ρ从０到１时，（ρ， １－ρ槡 ２）从Ｂ点沿圆周滑到

Ａ 点，对应向量之间的夹角由π２
缩小到０，向量（ρ，１－ρ槡 ２）在

（１，０）方向上的投影逐渐变长且与之同向，显示越来越强的正

相关性；当ρ从０到－１时，（ρ，１－ρ槡 ２）从Ｂ点沿圆周滑到Ｃ点，对应向量之间的夹角由π２
增大到π，向

量（ρ，１－ρ槡 ２）在（１，０）方向上的投影逐渐变长但与之反向，显示越来越强的负相关性．

３　从回归角度理解相关系数及相关性强弱的几何直观化

３．１　从回归角度理解相关系数
既然我们关心两随机变量Ｙ，Ｘ的线性关系强弱，不妨将Ｙ 关于Ｘ 作线性回归，同时为了消除量纲
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的影响，将二者先进行标准化处理．结果如下：
定理４　设Ｘ，Ｙ ∈Ｌ２ ，且ＥＸ＝μ１，ＥＹ ＝μ２，ＤＸ ＝σ

２
１ ≠０，ＤＹ ＝σ２２ ≠０，将Ｘ，Ｙ 标准化，不妨

令Ｘ＊ ＝Ｘ－μ１σ１
，Ｙ＊ ＝Ｘ－μ２σ２

，则Ｙ＊ 关于Ｘ＊ 的最佳线性预测为ｈ　Ｘ（ ）＊ ＝ρＸ＊ ，即

‖Ｙ＊ －ｈ　Ｘ（ ）＊ ‖２ ＝ ｍｉｎ
ａ，ｂ∈瓗

‖Ｙ＊ －ａＸ＊ －ｂ‖２

证　 ‖Ｙ＊ －ａＸ＊ －ｂ‖２ ＝Ｅ　Ｙ＊ －ａＸ＊ －（ ）ｂ　２ ＝Ｅ［（Ｙ＊ －ａＸ＊）２－２ｂ（Ｙ＊ －ａＸ＊）＋ｂ２］

＝ＥＹ＊２＋ａ２ＥＸ＊２－２ａＥＸ＊Ｙ＊ ＋ｂ２ ＝１＋ａ２－２ａρ＋ｂ
２

＝ （ａ－ρ）
２＋ｂ２＋１－ρ

２．
显然当ａ＝ρ，ｂ＝０时，‖Ｙ＊ －ａＸ＊ －ｂ‖２ 达到最小，且最小值为１－ρ

２ ．
由上述定理知道Ｙ＊ 关于Ｘ＊ 的最佳线性预测仅依赖于ρ，ρ为正说明二者具有正向的相关关系，ρ

为负说明二者具有负向的相关关系，并且这种关系随 ρ 增大而增强，越接近１，预测效果越好，当

ρ ＝１时，可以完全准确地进行线性预测．因此ρ可以作为衡量两个变量线性相关程度的指标，故称线
性相关系数或相关系数．
３．２　相关性强弱的几何直观化
受上述定理启发，我们可以先对标准化后的数据进行线性拟合，然后通过观察所得拟合直线的斜

率，对随机变量的相关性强弱作出判断．直线通过一、三象限且越接近ｘ轴，即斜率越接近０，表示相关
性越小；越接近ｙ＝ｘ，即斜率越接近１，表示正相关性越强；直线通过二、四象限且越接近ｙ＝－ｘ，即
斜率越接近－１，表示负相关性越强．下面我们产生一组来自正态分布的随机数，在不同的ρ值下进行直
观展示．

首先产生来自二元正态分布Ｎ（０，Ｉ２×２）的一组随机数
Ｄ１
Ｄ
烄

烆

烌

烎２　 ２×３０
，则由多元正态分布性质易知，

Ｄ＊
１

Ｄ＊

烄

烆

烌

烎２
＝

σ２１ ρσ１σ２

ρσ１σ２ σ
烄

烆

烌

烎２
２

１
２ Ｄ１
Ｄ
烄

烆

烌

烎２
＋
μ１１１×３０

μ２１１×
烄

烆

烌

烎３０

是来自正态分布Ｎ μ１

μ

烄

烆

烌

烎２
， σ

２
１ ρσ１σ２

ρσ１σ２ σ
烄

烆

烌

烎

烄

烆

烌

烎２
２

的一组随机数，并且Ｄ＊
１ 与Ｄ＊

２ 是分别来自一元正态分布

Ｎ（μ１，σ
２
１）和Ｎ（μ２，σ

２
２）的随机数，相关系数为ρ．以Ｄ＊

１ｉ为横坐标，Ｄ＊
２ｉ为纵坐标，得到坐标点（Ｄ＊

１ｉ，Ｄ＊
２ｉ），

ｉ＝１，…，３０．不妨取σ２１ ＝１，σ２２ ＝４，μ１ ＝１，μ２ ＝２，根据ρ值的不同，分以下情况讨论：

图２　相关性强弱直观判断示意图
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　　（ａ）ρ＝０
从图中可以看出，经线性拟合后所得直线几乎与ｘ轴重合，说明随机变量间不存在相关关系．
（ｂ）０＜ρ＜０．５，不妨取ρ＝０．２
经线性拟合后所得直线的斜率为正，但与ｙ＝ｘ的距离较远，说明随机变量间存在正相关关系，但

相关程度较弱．
（ｃ）０．５＜ρ＜１，不妨取ρ＝０．７
经线性拟合后所得直线的斜率为正，并且与ｙ＝ｘ的距离较近，说明随机变量间存在正相关关系，

并且相关程度较强．
（ｄ）ρ＝１
经线性拟合后所得直线几乎与ｙ＝ｘ重合，说明随机变量间完全正相关．
注　当－１＜ρ＜０时，通过上述类似的讨论可以得到相似的结论．
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