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擒要 ： 考虑时谐电磁波被
一

个可穿透的 、 表层覆盖
一层很薄的具有高传导性材料的有羿物体散

射的问题 该可穿透物体的散射问题可产生内部传输问题 利用变分方法证明了 内部传输问题

解的适定性 ， 将文献
丨
的结论推广到传导介质的散射问题中 在物体的形状以及位 都已经

确定的前提下 ， 进
一

步利用传输特征值 、 散射物体的直径及对应于双旋度算子的麦克斯韦第
一

特征值得到 了反射指数的相关估计 ， 从而推广了文献 的结果
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引言

内部传输问题在非齐次介质的散射问题中经常出现 找到此类问题解的适定性条件对散

射理论的发展具有非常重要的意义 参考文献 例如 ， 在可穿透物体形状的测定中 ，
此类

问题解的适定性条件就起着极其重要的作用 它的作用还体现在证明解的唯一性结论方面

参考文献 在线性采样方法的证明方面 （参考文献 以及基于某种对偶泛函的新

线性采样方法的讨论方面 （参考文献 ，

方程对应的 内部传输问题首先是被 和 讨论的 对于非齐次

介质的声波散射问题 ， 除了特定的条件和特殊的球形散射体外 ， 传输特征值是否存在的问题

至今都还没有定论 （参考文献 文献 证明 ： 在一定的条件下 ， 传输特征值如果存

在必定是离散的 最近文献 对于各向同性的介质散射问题 ， 在内部反射指数大于
一

的条

件下证明了 方程存在无穷多个内部传输特征值 这一结论被文献 推广到了各

向异性介质的 方程和麦克斯韦方程 但是 ， 文献 的方法只能用于散射介质的

反射指数小 丨 背景介质的反射指数的情形 基于文献 的方法 ， 文献 证明了散射介

质的反射指数 每背景介质的反射指数差距比较大的情形下 ， 内部传输问题的传输特征值是
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存在的 在其他特殊情形下 ， 传输特征值的存在性问题 ， 可参考文献 以及其中的参

考文献

利用积分方程的方法考虑 内部传输问题解的适定性问题 ， 可参考文献 ， 利用

分解方法解决该问题的文献可参考文献 及其中的参考文献 另外
一

种研究内部传输问

题解的适定性的有效方法是变分方法 内部传输问题的变分方法首先是文献 ， 讨论

方程时提出的 ， 但他们的方法不能直接应用到麦克斯韦方程 基于将麦克斯韦方

程化为一个四阶边值问题的变分方法 ， 文献 ， 研究了麦克斯韦方程的内部传输问题解

的适定性 本文的方法也是基于这种变分方法的思想

本文在
一

定条件下得到了麦克斯韦方程解的适定性后 ， 进一步利用传输特征值 、 散射物

体的直径及对应于双旋度算子的麦克斯韦第一特征值得到了反射指数的相关估计 文献

提出利用传输特征值得到了反射指数的上下界估计 他们首先在 方程对应的反射

指数 和 的条件下 ， 得到了反射指数 的下界 ， 然后证明了当 ⑷ 时 ，

内部传输特征值比负拉普拉斯算子的狄利克雷第
一

特征值要大的结论 最后 ， 在反射指数是

常数的假设下 ， 他们得到 了麦克斯韦方程的类似结论 基于文献 的思想 ， 我们得到了传

导介质中麦克斯韦方程的反射指数更细致的估计 ， 同时证明了反射指数不仅依赖于 内部传

输特征值还依赖于散射物体的直径及对应于双旋度算子的麦克斯韦第一特征值

本文安排如下 ： 第二节介绍传导介质的麦克斯韦方程 ， 利用变分方法证明该问题解的适

定性 ； 第三节推导反射指数的相关估计

内部传输问题

设 ￡ 是一个联通的有界区域 ， 其边界 具有三阶连续导数 反射指数

并且 伽… ） 彡 假 设区域 的表面覆盖一层很薄的传导材料 ， 设 入⑷

是描述覆盖层传导材料的复值函数 本文将在如下两种情况下考虑传导边界的 内部传输问

题解的适定性以及反射指数的相关估计

、

和

本文总是假设波数 是一个常数 ， 我们首先介绍
一些常用的索伯列夫空间

丑
，

：

其中 是 的单位外法线方向

定义本文所用的空间
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对应的范数为

￡ ￡

设 是两个给定的边界函数 ， 我们在 上考虑如下的 内部

传输问题
—

—

—

，

—

、

—

岭

其中 是电场 的切向分量

为了叙述方便 ， 本文将方程组 （ 简记为 （ 下面 ， 我们将采用类似于文献
丨
的

变分方法将方程组 （ 改写为
一个四阶边值问题

令 川 尽 尽 从而我们得到

—

将方程组 （ 中两个方程作差得

联合 （ 式 、
（ 式得

— —

、

将上式代入方程组 （ 的 方程 ， 可以将原方程化为
一

个如下的 四阶边值问题

— — —

— — —

边界条件为

—
—

将 （ 式乘以试验函数 然后在区域 上积分 ， 由边界条件 （ 式 ， 我们得到 （ 如

下的等价变分形式 ： 对任意的试验函数 ， 求解 ⑶ 使得

—
— —

— —

；

一

也 广 ， 如

这里 （ ， 表示矢量函数的 （
广 切 内积 ， （ ，

表示边界矢量函数的 如
） 内积 注

意到
，
因此我们可以将 式改写为 ： 求解 满足

— 如 〉奶
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其中 和 是定义在 上的如下的两个半双线性形式

的 、

其中 （ 式右端的 ⑷ 为

尸⑷ 〈 仏 ， —
— —

〉

下面我们用函数的正则性理论 ， 将求解非齐次边值的变分问题 （
的解转化为求解齐次的

变分问题 利用文献 ， 定理 ， 我们知道对于给定的 存在

函数 使得 仏 “ “ 於 ，
进一步 ， 由于

—

是空闻 上的一个关于函数 的有界线性泛函 ， 因而由瑞兹表示定理知存在函数 刮

使得

并且

其中 是
一

个不依赖于函数 和 々 的常数

令 切 比 也 容易证明 ， 求解 ； 满足 （ 式等价于求解 满足

注 当 时 ， 文献 证明了 内部传输问题解的适定性

为了证明变分问题 （ 解的适定性 ， 我们需证明下面的唯
一性定理

定理 假设 满足 （ 式中的条件 （ 内部反射指数 满足对任意 工 ￡ 有

则变分问题 的解 是唯一的

证 设 吻 是如下变分问题

一 ―

，

的解 令 ⑶
， 由半线性形式 朴 ， ） 和 可 ， ， 可以得到

— 忉
—

取 （ 式的虚数部分得

—

；。
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由条件 〉 得 再取 （ 式的实数部分 ， 由假设 （ 得

￡ 〈 ， 〉

注意到 因而由分部积分公式知

上式联合 （ 式及假设 （ 可以推出 因此由上述讨论我们得到如下方程

；。
—

切 “
，

最后 ， 由 定理得 比

下面我们将证明在传导介质的内部传输问题解的适定性中起着至关重要作用 的引理

引理 假设 满足 （ 式的条件 （ 内部反射指数 满足对任意 工

〉
， 其中 充分小 则如下的半双线性形式 — ’

在空间 。 上是强制的

证 在半双线性形式 — 中取 於 ， 易得

— —

分别取 （
式的实数部分和虚数部分 ， 我们得到

’

切
— —

乂 丨

—

丨

因此 ， 由反射指数 的假设以及条件 （ 得

。 ， 犯 ，

其中 是两个正数 令

’

比
’ ，

因此 ， （ 式可化为

彡

选取
一个正数 句 使得

￡
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由条件 得

。 。
—

上式进
一

步可推得

《 ￡

联合 式 ， （ 式以及索伯列夫空间 的范数定义得

》

这里 是一个依赖于波数 及正数 ， 的正数 ■

由 引理 ， 我们可以在半双线性形式 上应用 定理 ， 从而得到
一个双

射算子 又注意到 故 因此 ， 由

紧嵌入到 （ 的紧性得到半双线性形式 》 ， ） 的
一

个紧算子 上述讨论结合

二择一定理及唯一性定理 知下述定理是成立的

定理 假设 内部反射指数 满足引理 的条件 ， 满足 （ 式的任意
一

个条

件 则 （ 在空间 （
上有唯一的解 （ ， 并且有如下的估计

§
妙

！
，

其中 〉 是一个不依赖于函数 和 々 的常数

内部反射指数的相关估计

在证明了传导介质的 内部传输问题解的适定性后 ， 本节将进
一

步利用传输特征值 、 散射

物体的直径及对应于双旋度算子的麦克斯韦第
一特征值推导反射指数的相关估计 我们首

先定义传输特征值 如果存在波数 使得下述内部传输问题

—

￡ —

—

—

有非平凡的解 ， 则称波数 为上述内部传输问题 （ 的传输特征值 由第二节中的定理

知 ， 当 〉 时 ， 传导介质的 内部传输问题有唯
一

的解 ， 并且这个唯
一

的解只依赖于边界

函数 因此 ， 由传输特征值的定义及条件 … 彡 知 ， 只有当 内部反射指数 满足

时 ， 传输特征值才存在 因而 ， 本节我们假设反射指数 满足 ， 并且表面传导指数

满足下列任意
一

个条件

和

下面我们将分几种不同的情况证明内部反射指数 的几个估计

定理 假设 满足
，
件 （ ， 内部反射指数 满足 〉 则 内部反射指数 有如

下的估计 ， 其中 是任意
一

个传输特征值 ， 是

算子在区域 上的第一麦克斯韦特征值 ， 是区域 的直径
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证 设 是一个传输特征值 ， 并且 （ 是对应于 的方程组 （ 的解 令

由方程组 （
知

— —

、

令 切
— 丑

， 从而有

—
— 切

，

上式进一步推出
— —

将上式代入方程组 （ 的 方程得

— —

—

在 （ 式两边同时乘以 切 然后在区域 上积分得

— ‘

—

—

— —

由 文献 定理 知

▽

其中 少… ， 是 方程在三维空间的基本解 由 是一个常数及方程组 （ 知

五
， 从而 ；

—

，
又因为

于是 ， 有 成立 ， 其中 丑

又注意到 丑
， ， 从而在 （ 式中可取

击 于是由条件 ，
得

—

—

其中 通过对 方程在三维空间的基本解 少 工
， ⑴ 表达式的直接计算 ， 我

们得到如下估计

《
工
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其中 是区域 的直径 因此 ， 由 （ 式得

彡
— —

— 一 —

在区域 上对
（ 式两边积分得

。 士
—

再将上式代入 （ 式得

— —

— —

切⑷ ，

其中 是 算子在区域 上的第
一

麦克斯韦特征值 ， 参考文献 由 是一个

传输特征值知
丨
…㈦ 从而 ， 由 （ 式得

彡
— —

于是 ， 注意到 ， 我们得到 内部反射指数 的估计

、
￡

丽
■

定理 假设 满足条件 （ ， 内部反射指数 满足 〉 则如下估计

成立 ， 其中 是区域 上的第
一

传输特征值 ，
￡ 是 算子在区域 上的第

°

一

麦克斯韦特征值

证 类似于定理 的讨论 ， 我们得到 （ 式对于条件 （ 仍然成立 因此 ， 在 （

式两端乘以 访 然后在区域 上积分得

— —

—
‘
“ —

—

乂

由 条件 （
以及

（ 式中的边界条件得

— —

一
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将上式代入 （ 式 ， 再由条件 （ 可以得到如下结论

— — —

假设

—

’

则 由 式及条件 可以推出 —

， 于是 ， 由

边界条件 ⑶ 得到 ⑶
， 从而 ，

五
， 这与假设 是传输特征值矛盾 由上述

讨论 ， 我们知道

￡

—

又

— 如 ⑷
—

二

例

切⑷ ￡

从而 ， ， 即有 其中 岵 是区域 上的第
一

传输特征值

下面我们将在内部反射指数 二 的情况下 ， 证明 的几个上界估计

定理 假设 满足条件 （ ， 内部反射指数 满足 则我们得到如下

估计 《 并且每个内部传输特征值 都满足 这里 是

算子在区域 上的第
一

麦克斯韦特征值 ， 是区域 的直径

证 设 是
一个传输特征值 ， 并且 （ 是对应于 的方程组 （ 的解

则类似于定理 的证明 ， 我们有

— — —

—

进一步 ， 在 （ 式两端同乘以 吼 然后在区域 上积分得

—

；

— —

几

由 式知

—

从而

忉 — —

丄
；

这里 将 （ 式两端在区域 上积分 ， 然后利用 巳得结论 彡 ￡

得

《
—

。

—
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代入 （ 式 ， 可以推出

》
￡

由 于 是一个内部传输特征值 ， 从而 ， ， 于是

》 ，

上式进
一

步可以推得 柳込 ， 并且每个内部传输特征值 都满足

证毕

定理 假设 其中 ”⑷ 内部反射指数 满足 则每个内部

传输特征值 都满足 其中 是 算子在区域 上的第
一

麦克

斯韦特征值

证 设 是一个传输特征值 ， 并且 （ ， 是对应丁 的方程组 （ 的解 类似 丁定理

的证明 ， 我们知道 式在定理 的条件下仍然成立 ， 于是 ， 在 （ 式两端同乘以 吼

然后在区域 上积分 ， 利用方程组 （ 的边界条件及假设 我们有如下计算

— —

”

假设对每个内部传输特征值 都满足 则 由条件 ； 〉
，

式 ， （ 式推得 ，
这 与假设 是传输特征值矛盾 ， 因此 ， 所有的 内部传输特征值

都满足
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